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PRINCIPES^ 
D^ASTRONOMIE 

SPHÊRIQUE; 
TRAITÉ COMPLET 

D E 

Trigonométrie 

s P H É R I Q U E : 

J^ans leauel m a titmi les Solutions numériques^ 
géométriques & analytiques de tom Us Ptoblêmei 
qui ont rapport à la réfolutim des Triangles 
Jphériques quelconques ; 

Avec une Théorie des différences des mêmes 
Triangles. 

Car M, MAUDUIT, Pr(>feS'eur de Mathématiques. 
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PRÉ FA CE. 

rA PLUPART des Traités de Trîgonoméme 
Iphérique qui ont paru jufqu ici , n'ont eu'pout 
objet que d'enfeigner à réfoudre les triangles 
fphériques par dès proportions . Je n'en connois 
/ point qui ait réuni les différentes folutibns dont 
les problêmes de cette partie des Mathémati- 
ques font fufceptibîes. 

: Pour peu qu on y fafle attention , on en trou-» 
vera de trois efpeces. Les unes fe réduifent auit 
analogies , fie font particulièrement affujetties 
aux Logarithmes qui en rendent la pratique de 
la plus grande fimplicité : ces folutions fe trou- 
vent dans tous les Traités ordinaires de Tri* 
gonométrie fphériqué. Celles de la féconde 
efpece ne font autre chofe que des confeu-* 
étions géométriques, par lefquelles, avec la 
règle & le compas , on peut aifément trouver 
toutes les parties d'un triangle à réfoudre. On 
les a nommées graphiques j parce qu on y em- 
ploie ^différentes projeâions ou développe- 
ments du triangle. Quoique leur précifion fpît 
de beaucoup au-deffous de celle que donne 
le calcul, elles peuvent néanmoins être d'ufage 
dans un grand nombre de circonftanceS ; ÔC 
d'ailleurs elles ne font pas moins rîgoureufes 
aux yeux du Géomètre, dont les raifonnements 
font indépendants de la perfedion des figures 
qu'il cpnfideret Ces^ folutions font fouvent 

a ij 
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employées parles Âftronomes dans les écHpfeS'^ 
ou dans les pafTages des planètes inférieures fur 
le difque du Soleil. Les Géographes en fuppo- 
fent toujours les connoiffances dans leurs repré* 
Tentations des différentes portions du globe fur 
une furface plane. La Gnomonique n*eft elle- 
même qu'une application prefque continuelle 
de ces projetions. Mais le but que je me fuis 
particulièrement propofé dans le détail que je 
donne ici de ces conftruâions , a été de faire ^ 
en quelque façon , découvrir la Trigonométrie 
tant fphérique que reûiligne , par Tapplication 
de lanalyfe algébrique à ces folutions graphi- 
ques ; ce qui conftitue la troifîeme efpece de 
folutions qu on pouvoit defîrer fur les problê- 
mes de cette nature. La généralité des for* 
mules & la facilité de les découvrir, donne à 
cette partie lavantage de réunir fous un même 
point de vue toutes les analogies qu'on peut 
defirer fur chaque cas particulier ; & la com- 
paraifon des folutions qu'elle nous donne avec 
celles des Anciens , ne la rend que plus cu- 
rieufe & plus întéreffante. 

Telles font les diflFérentes (blutions que je 
m'étois propofé de réunir dans ce petit Traité. 
J'ai cru devoir y joindre encore une autre partie 
relative à ce travail , fie qui peut être fort utile 
à ceux qui fe deftinent à étudier les différents 
Traités de Mathématiques pures oud'Aftrono* 
mie phyfîque. L'avantage de trouver des folu- 
tions toutes approchées dans les tables des 
Sinus ôc des Logarithmes^ lorfqu'on ne peut en 
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fefpérer aucune d'exaûe & rîgoureufe, a engagé 
les Géomètres à réduire prefque tous leurs 
problêmes à ces fortes de Tables. Il s'eft donc 
introduit depuis Tanalyfe de Descartes, & les 
fublimes découvertes des Géomètres qui lui ont 
fuccedé , un nouveau genre de calcul ; par^wwr, 
cofinus , tangentes , cotangentes , logarithmes y 
&c , dont on fuppofe les principes connus de 
ceux qui lifent les ouvrages de nos Géomètres. 
J ai tâché d'en réunir les notions élémentai- 
res dans le premier Chapitre de cet Ouvrage, 
& de leur donner le plus d'étendue poffible , 
en multipliant confidèrablement toutes les for-^ 
mules y & les fuites infinies qui renferment les 
principales propriétés. 

Comme on a fouvent employé les imaginai- 
res dans les fuites relatives aux diverfes fonc- 
tions des finus & cofinus d'arcs multiples , j'aî 
profité de cettt occafion pour inférer une no- 
tion précife de ces expreflions , qui fixe Tefpece 
d'abfurdité qui y donne lieu. Pour traiter en- 
core avec plus d'évidence cette Théorie des 
imaginaires , j'ai cherché à la démontrer par 
l'analyfe , en tâchant de découvrir les fac- 
teurs du binôme aa ^ bb '^ & comme c'eft 
la folution de ce problême général qui nous 
conduit immédiatement aux imaginaires > ileft 
aifé d'en conclure qu'elles ne font autre chofc 
qu'une expreffion abfurde à laquelle on arrive 
néceflairement toutes les fois que l'on re- 
garde comme produit ce qui n'en eft pas un^. 
Je dois ces principes à feu M. Bolselou i 

a iij 
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dont les Savants regrettent encore la pertô 
affez récente.Cette Théorie appartiendroit plus 
fans doute aux Eléments d'Algèbre pure ; mais 
comme nous pourrons être encore long-temps 
fans avoir un Cours vraiment complet en ce 
genre , j'ai cru qu'on ne feroit pas fâché de trou* 
ver ici ces vérités fondamentales. On verra 
fur la fin de l'Ouvrage des applications affez 
curieufes de ces recherches à la réfolution des 
équations du troifieme & quatrième degré par 
te cercle. 

Peut-être fe trouvcra-t-il quelques perfon-- 
nés qui regarderont cette partie de l'Ouvrage ^ 
comme un étalage inutile de formules algé-^ 
briques dans un Traité de Trigonométrie fphé- 
rique. Je crois être en droit de les prier de. 
fufpendre leur jugement > au moins juîqu'à ce 
qu'ils ayent entrepris Tétude des différents 
ouvrages de calcul relatifs à la Théorie de 
Newton. L'Aftronomie eft devenue une fcien- 
ce fi délicate qu'on ne fauroit avoir trop de 
moyens de fimplifier les calculs qu'elle en- 
traîne , & de perfeftionner les diverfes parties 
dont elle dépend. Au refte, ceux qui ne fe def- 
tinent pas d'une manière particulière à cette 
étude , pourront fe contenter des cinq ou fix 
premiers Théorèmes du premier Chapitre, 
Comme j'ai tâché de réunît dans un même ou- 
vrage la pratique la plus facile & la plus fimple 
^vec une Théorie beaucoup plus étendue , j'aî 
eu foin de difpofer les matières , de maniera 
quç ceux; qui ne poffédeçQÎent que lew« él4^ 
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fftents 5 puffent entendre fans aucune difficulté 
tout ce qui conftitue la Trigonométrie fphé- 
rique proprement dite ^ qui fe réduit aux deux 
Chapitres fuivants. 

Je démontre dans le fécond Chapitre les 
principales propriétés des Triangles fphériques^ 
après avoir expofé les notions générales qui 
y ont rapport; & c'eft la première des trois 
Seâionjs dans lefquelles ce Chapitre eft di*- 
vifé. La féconde a pour objet la réfolution 
des triangles fphériques reâangles. Comme 
cette partie eft d'un ufage continuel , je me fuis 
appliqué à lui donner la plus grande (implicite 
dont elle pût être fufceptible. Chaque Théo- 
rème n'a befoin que d'une analogie pour être 
démontré. Pour aider encore davantage à re- 
tenir les diflFércntes folutions , j^ai ajouté la dé- 
monftratimi du Théorème général de Néper , 
qui réduit les ieize cas des triangles reâangles 
à deux, ôc qui n'a befoin que de l'énumération 
de ces mêmes cas , dont chacun fe vérifie fut 
le champ par ime feule analogie. 

La troifieme Seûion renferme la réfolutîon 
<le tous les cas des triangles fphériques obli** 
quangles. J'y joins un Théorème analogue à 
celui de NiPER fur les triangles reélangles , & 
qui efl le même que M. Pingre a donné dans 
les Mémoires de l'Académie. J'y ai néanmoins 
Élit quelques changements que j'ai cru propres 
à le rendre encore plus fimple. Outre les folu^- 
tions déjà connues du cas des trois côtés ou des 
croisangles;] enai donné plufieurs autres que je 

a iv 
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croîs nouvelles. Oh ne peut s'empêcher, etf 
étudiant les Traités ordinaires de Trigonomé- 
trie, d'être furpris que Ton cherche un angle 
par le finus de fa moitié. Ce choix femble bi- 
farre : pourquoi n-y emploie-t-on pas le finus 
ou cofinus tout entier de ce même angle , 
ou fa tangente ou fa cotangente ? Uénuméra- 
tion complette des différentes folutions que je 
donne ici, pouvoit feule juflifîer cette pratique; 
Elle nous apprend en effet que de toutes les 
formules qu on pouvoit defîrer 5 elle efl la plus 
fimple , ainfi que celle du cofinus de la même 
moitié de Tangle cherché. Les applications de 
ces formules à la Trigonométrie reûiligne don- 
nent aufli des folutions beaucoup plus faciles 
que celle qu^on trouve dans tous les Eléments* 
Cette Sedion efl terminée par une démonf- 
tration complette des fameufes analogies de 
NÉPER, qui ont été défigurées & altérées dans 
le Cours de M. Wolf. Il paroît que N É p er 
s'étoit propofé de ramener la Trigononjétrie 
fphérique à la reâiligne , afin de donner un 
moyen de retenir aifément toutes ces folutions: 
mais il efl plus naturel de déduire la Trigono- 
métrie reûiligne des formules générales pour 
les différents cas des triangles fphériques. Les 
^démonftrations de ces Théorèmes en amènent 
plufîeurs autres également généraux , dont 
M. Simpson n*a donné que des cas particuliers* 
Ce Chapitre contient tout ce qui efl effentiel à 
la réfolutiop des triangles fphériques ; & ceux 
qui ne voudroîent apprendre que cette parti© 
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Héla Géométrie,peuvent n'étudier que ce Cha- 
pitre feul,& palier tout de fuite au fîxiéme,où j'ai 
réuni quelques exemples en nombres relatifs 
aux différents cas , pour montrer aux Commenr 
çants la manière de pratiquer les formules fur 
les Logarithmes. 

Letroifieme Chapitre a poiu: objet les folu- 
tions géométriques ou graphiques de différents 
cas que Ton vient de réfoudre par analogies. 
Je me fuis fervi de préférence des projetions 
ortographiques, dont les Aftronomes fuppofent 
z chaque inftant une Théorie complette. J'y ai 
joint auffi quelque chofe fur les projetions fté- 
réographiques , à caufe de leur grand ufage 
dans les cartes de Géographie 5 enfin je donne 
encore une autre folutîon facilement applica- 
ble à tous les cas, & déduke du développement 
des parties du triangle à réfoudre. 

Le quatrième Chapitre n'eft qu'une applica- 
tion de Tanalyfe algébrique aux conftrudîons 
géométriques du Chapitre précédent. C^eft 
dans cette partie qu à l'aide du calcul on épuife 
en quelque forte toutes les folutions particu- 
lières à chaque cas. Toutes les analogies du 
fécond Chapitre fe déduifent par de fimpl« 
fubftitutions ; une foule de nouvelles forniules 
fe joignent à celles que l'on connoiffoit déjà* 
On peut, fans craindre de s'égarer, commencer 
parles cas les plus généraux j en fuivant une 
-route oppofée à celle qu'on avoit tenu jufques* 
là. On arrive auffi à des folutions, qui d'abord 
paroiffent effeatiellement différentes de celles 
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qui ont été trouvées pour les mêmes cas. Une 
cxpreflion fort compliquée d'un problême affez 
fîmple feroit prefque fupçonner une matadrefie 
dans les folutions algébriques ; mais on en dé^ 
couvre bien-tôt Taccord & l'identité, & Ton en 
déduit des pratiques heureufes de conftruire de 
!a manière la plus fimple des expreflions affez 
difficiles. Comme on peut fouvent trouver 
dans différentes quefiions agronomiques des 
formules femblables à celles que Tanalyfe nous 
a fait découvrir, fenfeignc la manière de ra- 
mener les plus compliquées aux Logarithmes. 
Je donne enfuite la folutiondes équations du 
fécond & troifiemc degré par les Tables des 
Sinus; ce qui peut être de la plus grande 
commodité , lorfque l'on ne doit point efpé- 
xer de racines commenfurables. Les réfolu- 
tions du troifieme degré m'ont été communir- 
quées par un Magiftrat déjà connu avantageu- 
fement par différents Ouvrages , Ôc moins ef^- 
tîmable encore par fes connoiffances profon- 
des que par l'exceUence de fon cara£lere. Je 
lui dois auffi la folution nouvelle du Problême 
du plus court crépufcule que j'ai inféré dans le 
cinquième Chapitre qui fuivra celui-ci. 

Cette partie de l'Ouvrage n'eft autre chofc 
qu'une traduâion de l'excellent morceau de 
M.CÔTEs^intitulé:/)^ aftimatione errorum in mixtâ 
MatheJiyC^eQ. une application de Tanalyfe mo*- 
derne ou du calcul des fluxions à l'une & àl'au* 
tre Trigonométrie. J'ai déduit tout ce qui a rap^ 
port aux triangles reâilignes des formules des 
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ttîangles fphériques , afin de fimplifier encore 
la Théorie , & d'abréger , le plus qu'il m'étoit 

Î)offible,unOuvrage qui devenoit beaucoup plus 
ong que je nem'étois propofé d abord. Cette 
Théorie eft fuffifamment éclaircie par des ap-»» 
plications à différents exemples en nombres. 

Le fixieme Chapitre n'eft qu'une colleûionde 
différents problêmes d'Aflronomie fphérique , 
pour montrer la manière d'appliquer ou de 
conflruire par les Logarithmes les différentes 
formules des Chapitres précédents. J'ai cru 
qu'il feroit plus agréable d'appliquer ces folu- 
tions à des dénominations ainfi déterminées , 
que de réfoudre des triangles ^ pour ainfi dire , 
abilraits. Comme les principes de la fphere 
font fuffifamment connus de la plupart des jeu- 
nes gens qui ont fait une bonne Philofophie , je 
me fuis permis de faire diflférentes applications 
foit des conftruûions géométriques , foit des 
folutions numériques aux principaux cercles de 
la fphere ; & c'eft ce qui m'a déterminé à don- 
ner à cet Ouvrage le titre de Principes d'Af- 
tronomie fphérique. 

Pour rendre encore la pratique des calculs 
plus fimple 6c plus facile , j'ai fait joindre à ce 
Traité trois Tables qui renferment le précis de 
i- Ouvrage entier, au moins quanta la pratique 
la plus ordinaire. Au lieu de défigner les par-* 
ties des triangles à réfoudre par des lettres, j'aî 
mieux aimé les exprimer par les données mê-^ 
mes du Problême ; ce qui m'a paru plus com-» 
mode; 6c moins fujet à erreur dans les calculs^ 
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La première Table eft pour la réfolutîon déH 
triangles fphériques reûangles : la féconde 
pour les obliquangles : la troifieme eft auffi def- 
tinée à la réfolution des cas des triangles obli- 
quangles ; mais par les analogies de Néper 5 
elle s'applique également aux triangles reQî- 
lignes quelconques. Elle peut avoir de plus ce 
grand avantage , que par la parfaite analogie qui 
règne entre ces deux efpeces de Triangles pour 
les réfolutions des cas femblables : on peut ap- 
prendre la Trigonométrie fphérique en un 
quart-d- heure ^ lorfqu on fait déjà les propor- 
tions pour les triangles reÊlilignes. 

Il me refte à dire un mot du motif qui m'a 
déterminé à entreprendre ce petit Traité. 
Ayant été dans le cas d'enfeîgner les Eléments 
d^Aftronomie de feu M. TAbbé de la Caille, 
le petit Traité de Trigonométrie qui eft à la 
tête de fon Ouvrage ^ m*a donné Tidée de ce- 
lui que je publie aujourd'hui. Comme un grand 
nombre des formules qu'il a données , fe trou- 
vent fans démonftration , & que les Commen- 
çants aiment toujours d'affûrer leur marché 
dans Tétude des vérités Mathématiques ; j'aî 
cru me rendre utile en leur donnant un fecours 
dont la plupart ne peuvent fepaffer. 

Il y a plus y ce Traité étant le feul qui réu- 
nît les diflFérentes efpefces de folutions dont je 
viens de parler, fi Ton en excepte les folutions 
géométriques, étoit auffi le plus complet que 
nous euffions fur cette partie. Je fouhaite que 
celui-ci réponde au but que je me fuis propoféw 
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SHi peut mériter le fufFrage du Public ; il fera 
fuivi d'un autre fur la Gnomonîque , qui en fe- 
roit une féconde Partie. C'eft particulièrement 
dans cette partie des Mathématiques que la 
Trigonométrie fphérique s'applique le plus 
heureufement. Les defcriptioris des Cadrans 
par des lignes font trop peu exades pour mé- 
riter une certaine confiance. Nous n'avons 
point encore de Traité de Gnomonîque où tout 
ait été fournis au calcul des triangles fphéri- 
ques. Cependant cette Théorie feroit de la 
plus grande importance dans la pratique , & la 
généralité des folutions les rend encore plus 
intéreffantes , en ce que les différents angles 
horaires qu'on ne calcule communément que 
par une fuite de triangles , lorfqu'on n'y em- 
ploie que la Trigonométrie rediligne , peu- 
vent être déterminés indépendamment les uns 
des autres par le moyen des triangles fphériques. 
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Extrait des Regifires de l^ Académie 
Royal des Sciences. 

Du 27 Juin 1764. 

IVJ. ESSiEURS Clairaut & PiNôRÉ quî avoictit été 
nommés pour examiner un Ouvrage de M.Mauduit, 
intitulé : Principes (TAjironomie fphérique,o\x2raité coni'- 
plet de Trigonométrie fphérique , &c , en ayant fait leur 
rapport 9 PAcadémie a jugé que cet Ouvrage étoit concis 
fans obfcurité ; méthodique fans affeftation ; propre à fa- 
ciliter les fuccès de ceux qui s'occupent de Tétude de la 
Trigonométrie fphérique , ou qui en veulent appliqueras 
principes aux autres Sciences Mathématiques, & qu'il mé- 
TÎtoit d'être imprimé avec fon Approbation & fous fon 
Privilège : en foi de quoi j'ai figné le préfent certificat. 
A Paris le rip Juin iy6^. 

Grandjean de Fouçhy , Secr. perp; 
de l'Académie Roy. des Sciences. 



PRIVILEGE DU ROI. 

T O U I S par la grâce de Dieu , Roi de France & deNavarre) 
Ij A nos amés oc féaux Confeillers , lès Gens tenant nos 
Cours de Parlement » Maîtres des Requêtes ordinaires de 
notre Hôtel , Grand Confeil, Prévôt de Paris, fiaiilifs. Séné- 
chaux, leurs Lieutenans Civils^ & autres nos Jufticiers qu'il ap- 
partiendra. Salut. Nos bien-amésLES Membres de l'Académie 
Royale des Sciences de notre bonne Ville de Paris, Nous 
ont fait expofer qu'ils auroient befoin de nos Lettres de Pri- 
vilège pour rimpreffion de leurs Ouvrages: A ces causes, vou- 
lant favorablement traiter les Expofans 9 Nous leur avons 
permis & permettons par ces Préfentes de faire imprimer, par 
tel Imprimeur qu ils voudront choilîr , toutes les Rechercnes 
ou Obiervations journalières^ ou Relations annuelles de tout 
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|i:e qui aura été fait dans les Aflemblés de kifite Acadétnie 
Boyale des Sciences, les Ouvrages , Traités ou Mémoires de 
chacun des Particuliers qui la compofent , & généralanent 
tout ce que ladite Académie voudra niire paroitre » aprè<^ avoic 
fait examiner lefdits Ouvrage^i^ & qu'ils feront jugés dignes 
de fimpreflion , en tels volumes^ forme, mar^e , caraâères 9 
conjointement , ou féparément & autant de fois que bon leur 
femblera , fie de les taire vendre fie débiter par - tout notre 
Royaume , pendant le tems de vingt années confécutives , â 
compter du jour de la date des Préiëntes ; fans toutefois ou^à 
Toccafion des Ouvrages ci- deflus fpécifiés , il puiffe en être 
imprimé d'autres qui ne foient pas de ladite Académie : £sii- 
fonsdéfenfes à toutes fortes de perfonnes, de quelque (pialité 
fie condition qu elles foient , d'en introduire d'impreffion étran- 
gère dans aucun lieu de notre obéiflance; comme auffi à 
tous Libraires 8c Imprimeurs d'imprimer ou faire imprimer , 
vendre , faire vendre 8c débiter lefdits Ouvrages , en tout on 
en partie, fie d'en faire aucunes tradudions ou extraits, fous 
quelque prétexte que ce puiffe être , fans la permiffion ex- 
prefle fie par écrit defdits Expofans , ou de ceux qui auront 
droit d'eux , à peine de conéfcation des Exemplaires contre* 
faits, de troi^ mille livres d'amende contre chacun des contre- 
venans ; dont un tiers à Nous , un tiers à THôtel - Dieu de 
Paris , Se l'autre tiers auxdits Expofans , ou à celui qui aura 
droit d'eux, fie de tous dépens , dommages fie intérêts ; à h 
charge que ces Préfentes £eront enregiflrées tout au long fis 
le Regimre de la Communauté des Libraires fie Imprimeurs de 
Paris , dans trois mois de la date d'icelles ; que l'imprefEon 
defdits Ouvrages fera faite dans notre Royaume , fie non ail- 
leurs ^ en bon papier fie beaux caraaères^ conformément aux 
Réglemens de la Librairie ; qu'avant de les expofer en ventes 
les Manufcrits ou Imprimés qui auront fervi de copie à i'im- 
preffion defdits Ouvrages ;, feront remis es mains de notre très^ 
cher fie féal Chevalier le Sieur Daguksseauj Chancelier do 
France, Commandeur de nos Ordres , fie au'il en fera enfuite 
remis deux Exemplaires dans notre Bibliothèque publique , 
un en celle de notre Oiâtean du Louvre , fie un en celle de 
notredit ttès-cher fie féal Chevalier le Sieur Daguessbau, 
Chancelier de France, le tout à peine de nullité defdites Pré«^ 
fentes : du contenu defquelles vous mandons fie enjoignons de 
faire jouir lefdits Expolans fie leurs ayans caufe pleinement fie 
paifiblement , fans loufiBrir qu'il leur (oit fait aucun trouble on 
empêchement. Voulons que la copie des Préfentes qui fera 
imprimée tout au long , au commencement ou à la fin defdits 
Ouvrages, foit tenue pour dûement fignifiée ; fie au'aux copies 
«oUationnées pài l'un de nos amés Se féaux ConfeiHers fie Secre* 
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tairesi foi foit ajoutée comme à rorîginal. Commandons ati 

Ï)remier notre Huiifier ou Sergent fur ce requis > de faire, pour 
'exécution d'icelles^ tousades requis & néceâaires, fans de- 
mander autre permiifion. Se nonobfiant Clameur de Haro# 
Charte Normande 8c Lettres à ce contraires; Car tel eft 
notre plaifir. Donne à Paris le dix-neuvieme jour du mois 
de Mars, Fan de grâce mil fept cent cinquante , 6c de notre 
Règne le trente cinquième. Far le Roi en îbn ConfeiL 

Signé, MOL, 




Libraires & Imprimeurs , de vendre , débiter & faire afficher 
aucuns Livres pour les vendre , (bit qu^ils s^en difent les Auteurs 
ou autrement ; à la charge de fournir à la fufdite Chambre huit 
exemplaires de chacun , prefcrits par l'arté io8 du mime Réglc'^ 
ment. A Paris le f Juin 17 $0. 



Signé, LE GRAS^ Syndic. 



PRINCIPES 
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PRINCIPES 

D^ASTRONOMIE 

SPHÉRIQUE. 

ICXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX 

CHAPITRE PREMIER. 

N^OTIONS préliminaires Jiir les différentes 
lignes que l'on conjidere dans la Trigo- 
nométrie , & dont nous ferons un ujage 
plus fréquent dans cet Ouvrage. 

Définitions. 

Art. I. v^N appelle Sinus d'un arc AM ou d'un an- 
gle ACM une droite MP abaiflee d'une des extrémités 
de cet arc perpendiculairement au rayon qui pafle par 
l'autre extrémité {fig. i ). 

2. D'après cette définition il eft aifé de voir que la 
droite MQ eft le finus de l'arc BM complément de l'arc . 

A 
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5 ASTRONOMIE 

AM ; cette ligne confîdérée par rapport à l'arc AM, çfl 
appcllée fo;i Cqfinus. 

3, Une drpitç AT perpendiculaire à Pextr^mitë d'un 
raypn, & terminée au rayon prolongé qui paife par l'au- 
tre extrémité M d'un arc AM, fç noDaine Tangente de 
cet arc, 

4. Une droit? Bt tangente de l'arc BM complément 
de l'arc AM confidérée par rapport au caçme arc AM , 
fe nomme Cotangente de cet arc, 

J, La partie du rayon comprife entre le centre du 
cercle & k tangente d'un arc , fe nomme Sécante de cet 
arc ; ainfî CT eft la fécante de l'arc AM , &. Ct eft la 
fécante de Tare BM. Si l'on confidere la fécante Ct 
par rapport à IVc AM qui eft le complément de l'arc 
BM auquel elle appartient , cette ligne fera nommée la 
Cofécante de Parc AM. 

6. La partie du rayon comprife entre la circonférence 

6 le finus d'un arc , s'appelle fon Sinus-verfe ; ainfi AP 
eft le finus- verfe de l'arc AM , Sç BQ le finus-verfe de 
l'arc BM. aV & iQ font les finus- verfes des angles obtus 
aCM, ôÇM.Si l'on confidere le finus- verfe BQ en tant 
qu'il appartient à un arc qui eft le complément de AM, on 
le nommera Cojinus^verfe de l'arc AM ? & réciproque- 
inent AP fçra le cofinus-verfe de l'arc BM. 

Corollaire. 

7. Il fuît des définitions précédentes que deux angles 
fuppléments Funde l'autre ont le même finus , le même 
cofinus , la même tangente 9 la même cotangente , I4 
même fécante, la même cofécante , & les mêmes finus- 
yerfes. Seulement il eft à remarquer que pour l'angle 
obtus , il faut regarder comme complément de cet angle 
l'angle qu'il faut en retrancher pour avoir un droit ; le- 
quel angle eft évidemment le même que celui qu'on 
ejouteà l'angle aigu. Ainfi ce complément eft à fouftraire. 
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$PHEkî(^UË. 5 

Avertissement, 

8. Bans toute la fuite de cet Ouvrage nous dëfigne- 
ïons toujours le rayon du cercle par R ou r ; quelquefois 
on le fuppofe égal à l'unité, mais il eft mieux de Texpri- 
mer , afin de conferver autant qu'on peut Phomogénéité 
des termes dans les calculs* De même nous défignerons 
toujours le finus d'un arc par^n ; fon cofinus par ccf. fa 
tangente par tang. (k cotangente par cou (à fécante par 
fec. la cofécantepar cofec. fon fînus-verfe f^LtJîn. veff^ & 
fon cofinus-verfe par cof. t/erf. Dans les expreiSons algé- 
briques, nous ferons le fihus sr: 5 ; le cofinus =3 c ; la 
tangente = r ; la cotangente :===t ; la fécante = S & la 
cofécante = / le fmus-verfe s;* y, & le cofinus - 
Verfe=«K. 

THèoRÈME h 

p. Soit un arc de cercle quelconque AM (j%, I. ) que 
nous défignerons toujours par A dont PM eji le finus &* 
MQ le cojînus ; AT la tangente ^ & Bt la cotangente ; 
je dis que le cojinus eft aujinus comme le rayon eft à la 
tangente^ c^ eft ^à-dire y que l'on aura coJînAiJîn A : : 
R : tang A. 

DèMONSTEATtONé 

Les triangles femblables CPM , CAT, donnent CP : 
tu : : CA : AT; ou cofA t fm A: i R ï Mng A. 
C. Q. F. D. . > 

COKOLLAIEE h 

ïo. Les triangles CQM, CB^ étant auffi fembla-* 
lies donneront CQ : QM : : CB : Bt ou fin A : 

€ofA::B:cotA. 

C O R O L t A I R É IL 

fin A 

î I . Il fuît delà que mng A ==^^ >< R > & qtfe ^ot A 

Ai] 
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4 ASTRO N MIE 

c= -Tj^-^ OU algébriquement f =—& T ==— • D'où 

l'on tire encore fin A X R= cofA x tang A , SccofA = 
JinAxtangh 

R 

Corollaire III. 

12. Il fuît encore delà que les cotangentes d'une 
fuite d'arcs quelconques font toujours en raifon inverfe 
des tangentes des mêmes arcs ; puifque l'on a évidem- 
ment t: Ti : ÎI -IT ••-£.•£.. En un mot on aura tan^ 

A= „ A ^ ^'^^ ^^ ^"^^ ^^^ ^^"^ -^ ^ cor A = RR , 
d'où l'on voit que le rayon eft moyen proportionnel 
entre la tangente d'un arc & celle de fon complément ; 
ce qui pourroit encore fe démontrer fur le champ parles 
triangles femblables CAT , CB t. 

Théorème II. 

13. Soit toujours un arc quelconque AM; je disque 
Von aura cette proportion ; Le rayon efi au double dufinus 
de Varc AM j comme le cojînus de cet arc efi au finus de 
Vàrc double^ Ou, ce qui revient au même y (fig. 2. ) R : 
ifin A : : cof A : fin 2 A ou alternando ; R : cof A : : 
5tfînA:fin2A. 

Démonstration. 

Les triangles reftangles APC , AQN ayant un angle 
commun en A , font femblables & donnent AC ; CP : : 
AN0U2PA : QN ; c'eft-à-dire, R : cof A: : 2finAi 
fin 2Ay C.Q.F.D. 

Si l'on vouloit avoir pareillement l'expreflîon du 
cofinus dé l'arc' double , les triangles femblables CPA, 
CQO donneront CA : CP : : CO : CQ, d'où l'on ti- 

rep fur le cha^p CQ=— ^-^^ — en mettant pour CO 
fa valeur tirée de ce que ÔP=PT. 
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CorollaireIV. 

14. Il fuit delà que l'on aura i>2A=f2/A?i2^. 

Cette équation n'eft autre chofe que celle qui fe tire en 
prenant le produit des extrêmes & des moyens de la 
dernière proportion. Si l'on met pour cofA fa valeur 

•^ , on aura encore wm 2A=-^ -— ,ou| 

R ' *^ RR ^ 

Jïn2A=^— — - en fubftituant la tangente à la cotangente. 

Théorème III. 

I j. Le rayoneft moyen propprtionneljj^, entre le cojînus 
d'un arc Cr lafécante ; 2^^ entre lejînus du même arc 6* 
lafécante defon complément (fig. 3 ) ; ceft-à-dire , que 
l'on aura ces deux analogies^ co/ A : R : : R : /èc A : & 
Jîn A : R : ; R : cofec A. 

Démo n^s t ration. 

Les triangles femblables CPM, CAT, CBt donnent 
i%CP ; CA : : CM : CT ou çofk : R : : R : fec A. 
2,% PM : CM; rXB : Gt Q\xfin A ; R : ; R ; cofec A* 

- C p R G L r* A I R E I. . 

1 5. Il fuît delà que l'oa aura ^^^ ^ ^, ■ = tans A. Car 

, ^ • cofec A ^ 

on a vu ci-devant ( n^ 1 1) que tang A=:fin_A x R. Or 

cof A 
cette quantité eft auflile quotient de^èc Adivifjée par cofec 
A, & multipliée par le rayon. 

Corollaire IL 

17. Il fuit encore delà que fi l'on a deux arcs de 
cercle A & B, les finus de ces arcs feront réciproque- 
ment proportionnels aux féeaiites de leurs compféments , 
& les cofinus de ces mêmes arcs feront réciproques à leurs 

Aiij 



Digitized 



by Google 



6 ASTK O NO MIE 

fccantes j car puifque cofec A == --^— -• , on aura aufl? 

RR r^ ^ R R 

c^/èc B = ?--D î & de même puifque fec A =i -7— r on 
«^ JtnB' «^ '^- * «^ eofin A 

aura auflî yèc B =?= — rr= ; donc on aura ces deux analo- 

coja R it R R 

gîes , Cofie A : c(>fec B : : -^ • j^b"' *-^" ® * -^"^ » 
& /ec A : /eç B : : -^ :-^ : : cofB : co/A. 

Thé O R EM E IV, 

i8. Soient iivifés Varc AM &ffon complément BM c/ï 
deux parties égales aux points K fric , & /bic/iî rireei les 
lignes CK 1 , CkL jujqu'à ce qu'ellci rencontrent les 
tangentes AT Se Bz prolongées ^ autant qu^ il fera nécef^ 
faire , en 1 Cr L ; je dis que l'on aura i^yfec A =: cot^ 
çomp^ A ^^ tang A ; 2% ccfec A==î cox -^ A -^ cor A. 

Démonstration^. 

Les triangles reélangles CBo & CAL étant fembla-» 
blçs à caufe des parallèles , on aura l'angle ALC = l'an^ 

f\c BCo ; mais BCo=s oCM (parconftrutftion ). 
)onc le triangle CTL eft ifofcele , donc on aura LT =» 
CT j mais LT 5== AL -^^ AT =; cot { comp AM & AT 
*=5r^ngAMi donc i^jÇToM fie A =i cot ^ comp A 
^tangA.C.Q_.F.i'',D. 

i. Les triangles CAO & CBl reflangles étant fem- 
Wablçs à caufe des parallèles CA&B/, on aura Tanglç 
B/C==P ACO; mais ACO = MCO (par conft. ) donc 
Je triangle Ctl eft ifofcele ; donc la cofécante Cr =3= tl ; de 

Îlus il eft vifible que r/= B/ -^Br == eût { A"-^- cot A* 
)onc aufîi la cofécante Ct de l'arc AM eft égale à cçttç 
même quantité, C Q, K a'' Di 

Théorème V, 

ip. Pu point M aux extrémités b,a (fig, 5) déf 
ikmetires Bb, Aaj foient mçnéès les lignes Mb , Ma ^ui 
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coupent les rayons CA &* CB aux points G & g ; foit de 
plus mené par le même point M la perpendiculaire ôMt 
terminée aux rayons CA Sr CB prolongés , autant quHl 
fera nécejfaire , ew fl & t , Gr fur lefquels elles détermi^» 
mm les lignes Cô Cr Ct refpeSUvement égales à la /e- 
came &à la cofécante de Varc AM : Cela poféj je dis que 
l'on aura i^yfecant A.=itang A -+- cotang { comp A. 2^^ 
cofec A = cot A -f- tang { A. 

DiMONSTRATlON. 

L'angle iMfl étant forme par une tangente Mfl & par 
la corde Mb , a pour mefure la moitié de Parc MAt 
compris entre fes côtés ; & Pangle MGfl qui a fon fom- 
met au dedans de la circonférence, a pour mefure la 
demi-fomme des arcs ab , AM compris entre fes côtés , 
maisûfc=: Afc ; ainfi cet angle eft égal à Tangle GMfl, 
donc le triangle GôM eft ifofcele , & par conféquent Gd 
= Mo = tang A. De plus , Pangle CbG étant à la cir- 
conférence n'eft que la inokié de l'angle BCM qui a fon 
fommet au centre , & qui eft appuyé fur le même arc; 
donc fi on regarde le rayon Ci comme le finus total » 
CG fera la tangente du demi-complément de Parc AM ; 
donc hfec Cô = CG 4- Gô = tang { comp A + tang 
A. a Q. F. 1° , D. 

2^. On prouvra précifément de la même manière 
que gT = TAt t=cot A , & que Cg=stang | A. D'ail- 
leurs il eft vifible que Ct=: cofec A; donc on aura 
cofec A = cor A 4^ tang\; A. C. Q, F, D. 

Corollaire. 

20. Il fuit des deux théorèmes précédents que Pon 
aura 1°, cot j comp A — tang A = tang l comp A 4- 
tang.A. 2''yCot{A — cot A =: cot A-^ tang{ A; en 
comparant les deux expreffions des fécantes Se cofécan- 
tes de l'arc AM ; d'oà il fuit qu'on aura auffi 2 tang A 
= cot Y comp A — tang ^ comp A; & encore 2 cot A 

Aiv 



^ 
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=s=s cor I A — îang 4 A. Et fi à la place de cotang. dan* 
le fécond membre d^ chaque équation on met fa valeur 

(n . 1 2), on aura tang A = ^^^ u- & cor A 

t_ — «— — rr— * D'où il eft facile de déduire les deux 

^=^ ' 1 tang \ A 
analogies fuivantes. 

T^Iang { comp A • R ■+- ^^^g i comp A.: : R — tang 1 
comp A : tang A. 

Et 2 fflng ^ A : R-t- tang | A : : R — tang j A: cot 
A. La première de ces deux analogies peut encore fe 
changer en celle-ci. 2 Tang (45'' — lA) : R -h tang 
(450^. I A) : : R— tang (45^-^1 A): tang A. 

Théorème VL 

21, Soit toujours un arc quelconque AfA décrit d^un 
rayon CA,je dis que l'on aura 1°, l -hco/A = 2co/^^A 

_>AxR. 2Si — co/A ^ zfin'{A^finAx 
tang Y A 

^wg 1 A; enfaifant le rayon = à l'unité. 
DÉMONSTRATION, 

ScMt d'abord tirée parles extrémités B, M(jrg. 4) 
du diamètre AB , & de la corde AM la corde BMT 
terminée à la tangente de Parc AM en un point T , Se 
fbient encore menées par le centre C les droites GK & 
GL refpeétiyement parallèles aux droites BM & AM : il 
ed vifibleque AT fera le double de ta tangente de la 
moitié de l'arc AM j GD ou MJL ou LB feront le cofi- 
nus de la moitié du même arc* 

Cela pofé , les triangles femblables BLG ^ BPM 
donneront BC : BL : ^BM : BP : : 2BL : BP , donc BP 

2==a ^-— ., c'eft-à-dîre , que l 4- cofA =^ 2cof^ ^ A. Pa- 
reillement à caufe des triangles femblables GLB&APM^ 
on a CB : CL : : AM : AP ; donc AP = îAPJ , çuifquQ 
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AM=!2ADou 2DM0U2CL; ionci-^corA—- 

2°. A caufe des triangles femblables APM , BAT & 
BPM, on aura les deux proportions BP : PM : : BA : 
AT , ou I -hco/A : /zn A : : 2 R : 2 rang ^ A ; & enl 
core PM : AP : : AB : AT; ou> A fi'^cofA:: 

2R: 2tang^A; donc I -f- cofA^^L^Sct — 

-. fin Axtang^A ^ '««giA 

cofA =,-'_^l-i_. c. Q. F. 2% D. 

Corollaire. 
22. Donc '-'"f^ =s ^""g'JA . i4-ro/ A _^ 

— R~R^— i <^« plus il fuit encore delà que fi l'on nomme 

^^ & V les finus-verfes AP , B P d'un arc AM , on aura 
y_2>J^ zco/>iA VR rzTA. 
Jr R— ^ *' R— °" 7-=>H A & 

v^^^'r^A. 

En nommant A l'arc M G complément de AM 
on aura par' les triangles femblables AMP , MPB 
& AMB les formules fuivaotes. R-+-/n A=! a^w^i 
( 4rH-T A), & R — > A =^2 fin' (4r»— i A) & 

R-J^A" >»'C4îo-iA) ' 

Problème. 

2j. £wnt donna deux arcs quelconques AM 8c AN^ 
troui'erlefnuf deleurfomme & ife /««r différence(èg. s). 
Solution. 

Soit défignë le plus grand arc par A & le plus petit 
par B, foit prolongé le finus MP du plus grand arc AM, 
jufqu'à ce qu'il -rencontre le rayon CN qui pafle j)ar l'ex- 
trémité du plus petit arc dans un point R; enfin foit me- 
née la droite ML perpendiculaire au même rayon, la- 
quelle fera le finus de la fomme des arcs AM & AN. 
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Cela pofé , les triangles femblables CQN , CPR don- 
nent CQ : QN : : CP: PRou cofB :fin B : : cofA :PR 
^ cofKxfinB ^^ donc RM = ^n A 4- cofAxfmB . jg 

cofB cofB ^ 

plus les triangles femblables NQC, RLM donnent en- 
core NC:QC ::MR :ML ,ôu bienR :co/B : ifinA-^ 

cofAxJinB . fin CAjl^'R) fin A y. co fB-hfin B x co/ A 

cùfB * ^ ^ R * 

C Q. F. 10, D. 

2°. Pour trouver le finus de la différence de deux arcs, 
nous regarderons aéluellement MN comme le plus 
grand que nous avons nommé A , & Tare AN comme 
le plus petit que nous dëfignerons toujours par B. Cela 
pofe , les triangles femblables CQN , CLO donnent 
CQ:QN::CL:LO; ou co/B : TznB: : co/A :LO 

cofB ^ ^ cofB 

plus à caufe des triangles femblables MPO , CQN , on 
aura CN : CQ ::OM :PM; ou R : co/B : ifinA-^ 
cofA X fin B , n^ . j^ g N _ ygw A X cofB ^fin B xcofA^ 

cofB R 

C Q. F. 2% D. 

Problème II. 

24. Troui/er le cojînus de lafomme ou de la différence 
de deux arcs quelconques A &• B (fig. 5 ). 
Solution. 

Les triangles CQN & MPO étant femblables puif- 
qu'ils ont leurs côtés perpendiculaires les uns fur les 
autres , on aura CQ : QN : : MP : PO ; ou cof B : Jîn 

B : :finA:VO=^^L^/^,doncCO=^j:ofA^ 

finAxfinB _. . ''f^ . . , • 1 r 
vTs — • Mais on a encore a caule des triangles lem- 

cofB ^ 

blables CQN, CLO ; CN : CQ : : CO ; CL , ou R : 

co/B:; cofk ^ilA^x co/ ( A rH B ) « 

COj D 

cofAxcofB-fmAxfinB n n p t9 T 
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a*. En regardant l'arc MN comme A, & l*arc AN 
comme B , il eft vifible que CP fera le cofmus de la 
différence des mêmes arcs. Cela pofé , à caufe des trian- 
gles femblables CQN , MLR î CQ : QN : : ML : LR 

ou cofB '.fin B : ; > A : LR =-^lAiî^; donc CR 

cofB 

ou CL 4- LR = cof\ ^êLfL^ ; & à caufe des 
triangles femblables CQN, CPR, on aura CN : CQ: : 
RC : CP ; ou bien R : cofB : : cofk -1- th^tl : co^ 

cofB 
(A— B) = -i.i i J. i . C Q, F. 2^ T, 

Corollaire L 

215. Il fuit des formules que nous venons de décou- 
vrir aux deux derniers problêmes que l'on aura les deux 
proportions fuivantes : 

Sîn{h-\-B)ifin(A-.B):zftnAxçofB+fmBxcùfAifim 
A X cofB'-JinBx cofA , & 

Cof. (A4-B) :ro/(A.B) ;: çcfAxcofB'-ftnAxftn BicoJ 
A X cofB -^JînAxJin B, 

Donc en divifant les deux termes du fécond rapport 
de la première proportion par cof A x cofB , & ceux du 
fécond rapport de la féconde proportion par cof A xjîn B, 
on aura les deux analogies fuivantes , après avoir 
fubftîtué aux nouvelles expreflîons celles des tangentes 
qui leur font égales ( n"*. 1 1 ). 

5mCA-HB>!/iiCA*-B) : z tang A-^ tangB t tang A-w»^ 
B» de de même 

Co/(A4-B):co/(A.B) '.imB-^tangAicofB^fongAii 
cot A - tangB zcotA-^ tang B. 

Il n'eft pas néceflàîre d'avertir que ces proportions 
pourroient s'écrîrç fous la forme d*une équation* 
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Corollaire IL 

26. Puifque Ton a co/(A4-B): co/(A— B) : : 
cofAxcofB — Jîn A xfn B : cofA x cofB '+-Jîn A x 
JînBy il s'enfuit que Pon aura par un detrahendo cof 
( A — B ) — cof (A ^B) = 2jînAxfin B. 

On trouveroit de même par un componendo que cof 
(A-hB)-|-co/(A— B) = 2co/Axco/B. 

De même des proportions 7in(A'+-B ) :Jîn (A — B):: 
fin A X cofB -+-/n B cof A :JinAxcofB — Jîn B x 
cof A , on trouvera encore par un componendo & ua 
detrahendo que 

2//iAxc()/B==:ijf/i(A+B)+XA— B) & 
que 27ZW B X cof A= Jîn ( A4- B ) — fin(A — B). 
r<iuniffant toutes ces expreffions & divifant par 2, on aura 
les fuivantes. 

fin(A'^B)'^fm(A^ B ) 
XA-4-B) ->CA-B) 

^— ^■— ^^■— ^— ■ ■ ■ ' ■— ^— » 

Corollaire IIL 

'2y. Il fuît encore delà que fi l'on connoît les fînus St 
cofinus de tous les arcs au-deflbus de 30^, on connoî- 
tra auffi les finus & cofinus de tous les arcs au-deflus de 
30? jufqu'à 6o« par là fouftraftion feule ; d'oà il fuit 
que fi l'on calcule par ce moyen les finus & cofinus 
jufqu'à 45'", on aura tous les fînus & cofinus jufqu'à* 
po'', puifque le cofinus d'un angle au-deffous de 45'''eft 
le finus d'un arc qui furpafle d'autant 45*^. Pour faifir la 
vérité de ce Corollaire , il faut faire attention que le 
finus de 30^ étant la moitié de la corde de 60^ fera égal 



Digitized 



by Google 



s P HE R I QUE. 15 

à — , donc fi Ton fait A == 30°; ^zn Ax Jîn B = 

— ri — =«-i-i ^ ^dou Ion tire fur le 

champ Rx/nB = 00/(30° — B) — 00/(3004-6) 
ou co/( 30°-hB) =co/ ( 30^ ~ B) — 7?^ B , ce 
qui fera connoître co/(30°-+-B) , puifque l'on con- 
noît B par l'hypotefe moindre que 30^ De même puiC 

que fin Ax cofB =:-U-i i_i— i i , on trou- 
vera cofB^n ( 300 -+. B) +fin ( 300^ B ) , d'où 
Ion tire fin ( 30^ + B) = cofB -^fin ( 30°— B) ; ce 
Corollaire fait voir comment oh a pu conftruire aifémenc 
les Tables des finus & des cofinus. 

Corollaire IV. 

a8. Si Von fuppofe Varc B fucceflîvement égal à A, 
:2 A , 5 A , &c , on trouvera aifément par la formule du 
premier Problême les finus des arcs multiples. Pour cela 
îuppofant toujours que le finus de Parc A eft défigné par 
s Se fon cofinus par c , & repréfentant les finus & cofi- 
nus des arcs multiples par/n A , Jîn 2 A^ Jin ^ A ^ Jîh 
4. A , Sccijîn n A on formera aifément les Tables fui-, 
vantes. 

Sin. A-\^ rr-cc. 



Sîn. iA=: ^c ï^ rr - cc^ 

Sin. 3 A= ( 4gg- 1 ) V^ r r - cc^ \ : 

Sîn.^A=(Sc^-4c)Vrr''Cc. 

S$n. sA=( 16 c^-- Il c^'+'i ) V^rr-cc. 
Sin.6A:=:{lic^-lic^-^6c)\/ rr-cc 
Sin. 7A= ( 64 g^ - 80 c* 4- 14 g* - 1) V rr- cc. 
5ii».8A=( 118^7- j^ifS^ Soc^-. loc)}^ rr-r^c* 

&c» 
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o u 
Sttt» A a x; 

Sin. lA = i/ y^ r^" ss. 

S/fi. 3A 5= 3^-4/'* 

S/if. 4A = ( 4i - 8/J ) V^rr - //. 
Sin. 5A = 5X-- 10 x^ -f- i^x^ 
Stn.6hn (6x-3îx5H-3ix^)ï/'rr-xx. 
Siii. 7A = 7' - 5^'^ -♦- iiiJ^ - ^4^^.^ 
Swi. 8A = C Sx - 80 x' -4- ipix^ - 1x8 x^ ) '^ rr - xx. 
Sin.9^- ^-lio/^H*43ix5 -57^x5 -Hi5^x*» 
&C. 

Pour trouver aifément cbacutie de ces deux Tables ^ 
il n'y a qu'à fupppfer le dernier finus trouvé = /zn A , , 
tandis que le finus & coCnus de B font conftamment dé- 
fignës par sicc^ & chercher enfuite le finus delafomme 
de ces deux arcs par la formule : 

Sin ( A-4-B) =^Jin A x co/B H-jÇn B X cof k. II 
n'eft pas difficile de voir que l'on rendroit tous les termes 
de ces équations homogènes , en fubfiituam les diffé- 
rentes puilfances du rayon ou finus total que nous nous 
fommes difpcnfés d'exprimer. On voit pareillement que 
la première fuite donne l'expreflîon des finus de l'arc 
multiple en cofinus de Parc fimple , & la féconde 
donne les expreflions des mêmes finus en finus de Parc 
fimple. Pour donner à ces formules toute la géné- 
ralité dont elles font fufceptibles , nous ajouterons ici 
la formule générale qui convient à chaque fuite ; il eft 
aifé de voir que la féconde Table aura deux formules 

générales à caufe de r rr — xx qui fe trouve à tous les 
termes de rang pair, fans fe trouver aux termes de rang 
impair. Quant à la manière de trouver ces formules gé- 
nérales , elle fe déduit de la confidération des coeffi* 
cients & des expofants de chaque terme. 
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A Formule générale pour la première fuite. 

Sin.nA = (2"~' c""' — n1I7x 2 »"* c"-3-f. 

I. i. I. Z. 3. 

I. ^. 3« 4* J 

n étant un nombre quelconque. 

B Première formule générale pour la féconde Juite 
n /wwr «» nombre impair quelconque. 

'iJLil- i.x.3.4. !• 

n X ^- : i^ , &c; 

i«i*3.4* 5«^*7* 

C Seconde formule générale pour la féconde fuite 
n /w»r //» nombre pair quelconque. 

\ 1.1.3. I.2. 3.4«y» 

1.1.3,4.1.^7. 

Corollaire V. 

^p. Pareillement fi l'on fuppofe encore Tare B fuc- 
ceflivement égal à A , 2A , 3 A , 4 A , &c , en fe fervant 
encore des mêmes dénominations ; & fuivant le même 
procédé fur la formule du cofinus de la fomme de deux 
arcs trouvée au fécond problême, on formera encore les 
deux Tables fuîvantes , dont l'une exprime les cofinus 
d'arcs multiples en cofinus , & l'autre en fînus de Parc 
fîmple ; on aura donc : 
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Co/: A =r r. 

Cof. 2 A = zcr-r. , 

Co/. }A = 4c'-3r* 

Co/:4A = S^^'^-Sc^-f-i. 

Co/. 5 A = léc^- 2oc5-4-fc. 

Co/. ^A = 32c^-48c*-f. i8c*-r; 

Cof.yA =: é4c^-r-ii2r''-f-S^r' -7C. 

o u 

Cof. A siy rr ^ss» 
Co/ 2 A = - 2 XX 4- rr. 
Co/ 3A = (-4wH-rr)V^rr-xx. 
C0/4A = Sx-^- 8x^4-1. 
Co/ 5 A = (i^x*- I2x*4-i)|/^ rr -xx. 
Co/ 6A = - 3ix'^-f-48x*-i8x* 4- I. 
Cof. 7A = (-64î^4-8ox*-24x* + i) j/"rr-xx. 
&€• 

D, Formule générale pour la première fuite y n étant 
un nombre quelconque. 

I 

I. 2. . !• 2. 3, 

^ «x^r^xHfJsiZz 2»-? r» c"" 8 — &c. 

I» 2. 3* 4. I 

Si Parc défigné par A eft obtus , fon cofînus devient 
négatif , & alors toutes les formules oh la lettre c fe 
trouve élevée à des puiflances impaires changent de 
flgne ; ce qui aura lieu pareillement dans la formule gé^ 
nérale lorfque n eft impair. 

Formule 
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F., Formule générale de la féconde fuites n étant un 
nombre impair quelconque, 

cof. «A=(ia"~'i"~':p;r:iix2"-î <"-$ 

G, Formule générale de la féconde fuite ^ n étant 
un nombre pair quelconque. 

!• !• 3* 4. 

Les lignes fupérieurs ont lieu dans la première for- 
mule , lorfque le nombre impair eft Pun des nombres 
impairs i , 5 > p , i^ > &c; & les chiffres inférieurs dans 
les cas où n eft l'un des nombres impairs 3. y, 1 1, &c. 

De même dans la féconde formule les (îgnes fupérieurs 
ont lieu , lorfque le nombre eft pairement pair ; & le 
fîgne inférieur eft pour les nombres qui ne font pas pai- 
rement pairs. 

S C H O L î £. 

30. On pourroît déduire des formules générales quet 
nous venons de donner un grand nombre de vérités 
întéreffantes , fur la nature des racines des équations ; 
dans la crainte de nous étendre trop loin nous ren- 
voyons nos Lefteurs aux ouvrages de M. Euler , où 
Ton trouvera tout le détail qu'on pourroit defirer fur 
cette matière. Nous nous contenterons d^appliquer ces 
formules à la théorie des puiflances des finus & cofinus, 

3ue nous réduirons à deux Problêmes. Le premier ; étant 
onnée une puijfance quelconque d*un finus ou d'un co- 
Jînus • trounr VçxpreJJîon de cette puijfance en finus fir 

B 
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cojînus de Varc Jimple ou de fes multiples^ Le fécond 
que nous venons de réfoudre , n'a befoin que d'être 
énoncé , & fe réduit à exprimer unjînus ou cojînus d!un 
arc multiple par des puijfances du finus ou cojînus de 
Varc Jîmple. M. Euler déduit les formules qu'il a donné 
fur cette théorie des formules que nous avons expofées 
au n°. 26 i il nous a paru qu'elles fe tiroient plus 
aifément des formules précédentes» 

Problème III. 

3 1 . Exprimer les puijfances des finus Gr cojînus d^un arc 

quelconque par lesjînus &* cojînus dé ce même arc ou de fes 

multiples. c ^ ^ ^^ nn^ ^ ^r 

^ Solution» 

Ce Problème renferme deux parties : nous allons d'a- 
bord chercher les formules qui donnent les valeurs des 
puiflances des finus^ Pour cela je ferai ufage des deux 
tables données aux deux derniçrs Corollaires ^ & dans 
lefqucUes on a employé la lettre s qui défigne le finus de 
Tarcfimple. Pour peu qu'on y fafle attention ^ l'on verra 
que les termes de rangs impairs de la féconde table du 
n?« 2S y. donneront les valeurs des puiflances impaires de 
la lettre 5 , & les termes de rang pair de la féconde ta* 
ble du Corollaire V donneront les puiflances paires du 
même fmus ; obfervant d'éliminer dans les termes ul- 
térieurs les puiflances qui pourroient s'y rencontrer. Ainfi 
]d^JînA=:s, on tire Jîn A =s fin A. 

De même de l'équation cof 2 A = — 2is -h rr ; on 
tire 2jîn^ A = rr — cof 2 A : revenant à lia féconde ta- 
ble du Corollaire IV; de Péquation fin jA==r jj — 45% 
l'on déduit 47?/i^ A = ^fin A — fin 5 A ; enfin de la fé- 
conde tablé du Corollaire V, on tire co/4A= 9s^ — 8i* 
-h I ; d'où Fon déduira aifément Sfin'^A = cof^A — 
4 cof 2 A -+- 3 , en fubftituant à s^ la valeur déjà trouvée. 
2 fin'' A = rr — cof 2 A. Et axnfî: des autres en fuivant 
ce procédé, on formera aifément Ja taWeiinvàntà 
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Sin A ^Jin A. 
4 5/»* A = r - cof z A. 
4 Sin^ A = ^fm A -/« 3 A. 
8 5/V A = j-^cofzA-i-cof^A, 
i6Sin^ A = ïofin A - 15/w 3 A -+-/« ^ A, 
32S1V A = lo-if^o/iA-h 6cof^A''Cof6A. 
6j^ Sin^ A = 3 î jî» A" Il fini A-h 7^11 ç A - j?« 7A. 
1 18 Sin* A = 3 f — 56 co/i A -f- 18^ co/"4 A - 8 co/6 A H- co/8A; 
i5^5iV A=: ii^jîiiA-847îif3A-f-3^jîiif A-^/»7A-f3/F»pA, 
&C. 

Il eft aifé de remarquer la loi des coefficients de cette 
table ; & d'abord on voit que les puifTances impaires du 
lînus de A font toutes exprimées par les finus d'arcs mul- 
tiples du même arc, tanais que les puiflances paires des 
iînus de A font toutes exprimées en cofinus. La loi des 
coefficients eït vifiblemeht celle des coefficients du bi- 
nôme élevé à une puiffance quelconque ; en obfervant 
que dans les puifTances paires le nombre abftrait qui n'eft 

5 oint multiplié par un cofinus de A, n'eft que la moitié 
u coefficient que donne celui du même rang dans la 
puiffance femblable du binôme. Celapofé, on voit qu'il 
faut néceffairement deux formules générales pour expri- 
mer ces fuites de puiffances. 

H. Première farmule générale des puijfances definK 

pour n impair y en commençant par les derniers 

termes de la table. 

2!"^^Jin!'A = ±,Jth. nk ^ nfin. iT^- A± 

Jm. n — 4. A -I- ■ lin, n — 0. A^ 

• . » X « - 1 •...«- 2. &c. -, . 

OCC, ••••.,. -fr— fin.h., 

' " ■** i# ». 3. &c, 

Bij 
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K. Seconde formule générale pour les puiffances de 
fin. A , n eMnt un nombre pair quelconque. 




I. »• 3« 
*nxn-^ I xii-2 &€.' 



7 ( 1 ) X cof. o . A. 

^ \ I. 2. 3. &C. / •' 



Chacune des deux formules précédentes a deux fignes : 
n étant un nombre impair , on fe fervira du figne fupé- 
riéur lorfque 71 = 4777-+- 1 ; 772 étant un nombre quelcon- 
que: il faudra prendre les fignes inférieurs lorfque 72==4.77i 
— 1 ; 7n étant un nombre quelconque. Pareillement fi n 
cft pair , on fe fervira des fignes fupérieurs lorfque n = 
4771 , m étant un nombre quelconque ; & l'on prendra lé 
ligne inférieur pour 7Z = 2772 , 771 défignant un. nombre 
impair quelconque. 

32. Pour trouver préfentement une formule fembla- 
ble pour les puiflTances fucceflives du cofinus d'un an- 
gle , on fe fervira des deux premières tables du cinquième 
& quatrième Corollaire, précifément de la même manière 
que nous nous fommes fervi des deux dernières ; & Ton 
trouvera aifément la table fuivante. 
Cop A = cofK 

zCop A zz i-^ cof%\. 

4 Cop A = 3 cofA 4- ro/3 A. 

8 CoP A = 3 -f-4 cofz A -f-co/4 A. 
• 16 CoP A = 10 fo/A-f- J fo/3 A -4. ro/5 A. 

IzCop A ^ io-hi$ cofiA'h6cof^A'i^cof 6 A. 

6ACop A^ ^UofA^\teofiA^7 cof$A+cof7A. 
&c. 

Regardant le dernier terme de chacune de ces équa- 
tions 'comme le premier 2 ou ceijui revient au même 1 
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|)renant toutes ces équations à rebours, on formera aifé- 
nient k formule générale fuivante. 



n-l 



L. 2 " cef. Asstcaf.nA •+• — co/.n-— 2. A-fî 



eof.n^^xA + ZlILlUL^—lcof.n — Ô.A 



X. 2. I* !• 3 

itX0-ixn-*a&c 



„ cof.n — TZ . A ou 

' I. !• 3 &ç. •' 

'co/*A félon que n eft un nombre pair ou impair. C.Q.F.T. 

S C H O L I E. 

35, Quoique nous ayons déjà réfolu Pinverfe du der- 
nier Problême , néanmoins comme on peut encore en 
donner d'autres folutions au moyen des tables des no«. 28 
& 29 , en cherchant la loi des termes à commencer par les 
derniers ternies , nous ajouterons encore ici ces folutions» 

Problème IV. 

3 J. Trouver une formule générale pour transformer un 
Jînus ou cojînus au multiple (Tun arc quelconque A , eTï 
puijfances des Jînus Gr c ojînus . de Varcjîmple. 

Se LUT 10 N. 

• Ce Problème a plufieurs panies ; le finus d'un arc mul- 
tiple étant donné peut, être exprimé en finus ou cofinus , 
leîon qu'on fe fert de la première ou de la féconde table 
du n^ 23. De plus il eft vifible que dans l'un & dans 
l'autre cas la formule doit avoir différentes expreflîons 
fuivant que l^on commence la fuite par le premier ou le 
dertiier terme; de plus-encore on voit qu'en commen- 
çant par le dernier terme, les formules générales font en- 
core différentes , fuivant que le nombre n eft pair ou 
impair. Cela pofé; la formule A du n*'. 28 eft celle qui 
réfout le problême en prenant Pexpreffion des finus mul- 
tiples en puiffance du cofinus de l'arc fimple , & comr 

B iij 
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jnençant la ^ite par le pricmiisr terme, n étant uft nombre 
quelconque pair ou impair. Les formules B & C du même 
num. donnent les valeurs générales des finus multiples 
en puiiTances du finus de Tare ^ple; B pour n impair,& 
C pour n pair quelconque ; en commençant chaque fuite 
par le premier terme. Il nous refte à chercher les formu- 
les générales qui fatisfont au même Problême en com- 
jnençant chaque fuite par les plus hautes puiflances du 
finus de Parc fimplc ; & nous aurons vifiolement deux 
formules générales , fuivant que n fera un nombre pair ou 
impair. 

. M. Formule pour réduire un finus muhiple en 
fonctions du finus de l'arc fimp If ^ a étant 
un nombre pair. 

Sin.iiA=:fH::î'^-S"-'-^Eix2""^i"-^:? 
\. — I 

I. 1 ' -^ I. z. 3 2 ^ 

;•.... I+r&c... *4-njJ f^rr;-— jj, 

N. Formule pour réduire un finus multiple enfonc^ 
fions du finus de F are fimple , n étant un 
nombre impair quelconque. 

^^ — I ^^ l, % 

. 71-4 . wxfi-4Xn- 5 n^7 n^6 ^n Xn^s ^n-éxn-'T 

-^ I^ X, 5 I. 2, J.4 

— i^ at S» ^- ^ 

&C. 
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O. Formule pour réduire un cofinus multiple en 
fonâfions du cofinus de Farcfimple , n étant un 
nombre pair quelconque. 

'± Cof. nA= r" — ^ X r"- * co/' A 4- ^^ x^^^* 

'"-W-A~^xVrx«^.«-./'l 

P. Formule pour ti fuppofé un nombre impair 
quelconque. 

±CQLnk:=^nr^-\of.K'^n'^r'"'^coP A + 

_ji-.7 rTA «Xw*-I X»*-PX»'- 2J xn' - 4P o /-o. 

•' ' I. 2. 5 4. f ^« 7 8.p •' 

Ces deux dernières formules fe déduifent aîfément de 
la première table du Corollaire V (n**. 2p ),en obfervant 
la loi des coefficients pour les termes de rang pair & de 
rang impair. Dans la première formule M des finus , on 
prendra le figne fupérieur lorfque le nombre eft quel- 
qu'un des nombres pairs défignés par 4m , m étant un 
nombre quelconque ; le figne inférieur a lieu pour tous 
les nombres de la forme 2/n en fuppofant que m eft un 
nombre impair quelconque. 

Pareillement dans la féconde formule N, le figne fupé- 
rieur doit avoir lieu pour les les nombres impairs de la 
forme 4m •— i , & le figne inférieur pour ceux de la 
forme 4m -+- i , m étant un nombre quelconque. On 
verra de même que dans la troifieme fuite O, le cofinus eft 
pofitif ou négatif fuivant que Pon a n = 4m ou » = 2m, 
jn étant un nombre quelconque dans le premier cas & urt 

Biv 
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nombre impair dans le fécond. Enfin lorfque n eft impair,' 
le cofinus eft pofitif ou négatif félon que n = 4m + i 
on 4m— I. 

De tuf âge des. FaSfenrs imaginaires dans la théorie 
des Sinus & Cofinus. 

^6. Toutes les fuites que nous venons de donner, 
ont été déduites immédiatement des deux Problêmes fur 
les fînus & cofinus de la fomme ou de la différence de 
deux arcs quelconques , que nous avons fuppofés égaux ; 
mais il y auroit encore bien d^autres méthodes de dé- 
couvrir de nouvelles fuites ; nous ajouterons feulement 
ici celle où l'on employé des fa(îlcurs imaginaires , non 
qu€ les expreffîons abfurdes en elles-mêmes foient pré- 
férables à d^autres , mais parce qu^on peut quelquefois 
les employer heureufement pour abréger les calculs, & 
découvrir facilement , par leur moyen , des vérités înté- 
reflTantes, 

Pkobebme V. 

37, Trouver les FaSleurs de la fomme de deux quarrés 
teh que aa & bb , ou ce qui revient au même , découvrir 
comment il faut combiner a &* b par multiplication , pour 
que le produit foit aa + bb. 

Solution. 

Soient A & B les indéterminées qui doivent affecter 
les racines aicb des quarrés , pour que le produit foit aa 
4- W ; & fuppofons que les faveurs foient ^i -+• Ai , & 
<zB -+- b. Faifant la multiplication de ces deux fafteurs, 
on trouve que le produit aaB -+- abAB •+ ^è *+- Ahb 
= aa'+'bb; comparant les termes de cette équation , je 
vois qu*en fuppofant aaB = aa on aura B = i , &; 
qu'en fuppofant Ahb=ibb on aura auflî A = i ; ce qui 
m'apprend d'abord que fi les quantités A & BfontpoC 
Cbles, on aura A i= B, ce qui donne AB == AA ==: BB; 
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préfentement à caufe-que dans la forame aa 4- bb le 
terme ab manque, il faut donc que l'on ait ai + abAB:=s 
o ou ûi + AAab n= o ou fli •+• BBab = o; c'eft-à-dîre, 
qu'on auroit A A -|- 1=0 ou BB -H i = Oj ce qui eft 
împoflîble ; puifque nous avons vu que A A ou BB = i ; 
donc les fafteurs ne peuvent pas avoir la fornrie fuppo- 
fée; donc la quantité propofée ne peut pas être décom- 
•pofée en fafteurs^ou , ce qui revient au même , n'eftpas 
un produit des quantités aècb,àe quelque manière qu'on 
veuille les combiner. Cependant fi on veut en quelque 
façon réfoudre l'équation AA-t-i = o , malgré l'abfur- 
dité qu'elle emporte , comme on vient de le voir ; on 
aura AA = — i ; & tirant les racines A= h-k — 1« 

^'On trouvera de même B =^±i^ — i- Cette expreflîon 
que les Géomètres ont nommée imaginaire^ , n'eft donc 
pas une quantité réelle , mais un figne d'une fuppofition 
abfurde dans laquelle on regarde comme produit de deux 
quantités ce qui n'en eft pas un. 

Ce figne pouvant être d'ufage , rien n'empêche de 
l'employer dans le calcul, & al ors les faéleurs imaginai- 
res Ataa^bb kront a-^b V— i ) & a — bV-^-i. 
OMb'^aV'Zn ^b — aV^^.QM — a ^bp^ZIi 
^ a,— by^^^. a Q- F. T. 

S C H o L I B. 

58. Ayant découvert que tfa-+- W ne peut pas être 
un produit des quantités a&c b, on pourroît demander 
s'il n'y a pas quelque moyen de trouver cette même 
fomme de quarrés par une autre combinaifon des quan- 
tités a-^bhca — b. Dans cette vue , j'élève chacune de 
ces quantités au quatre, & je trouve aa^ zab-jrt^by 
aa — 2ab-+-bb. Je voisauffi qu'en ajoutant ces quarrés, 
& prenant leur demî-fomme , on aura la fomme aa -f- bb ; 
donc il eft clair que cette fomme de quarrés n'eft pas un 
produit des quantités ^ -+- i &ca — i,mais uniquement 
la demi-fomme des quarrés de ces mêmes quantités. 
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On pourroit pouffer cette théorie beaucoup plus loin; 
mais j'ai cru que le peu que j'en ai dit ici , étoit nécef- 
faire pour fixer l'idée qu'on doit fe former des imaginai- 
res qui n'ont été bien préfentées dans aucun élément » 
du moins de ceux que je connoîs. De plus cette théorie 
me paroît également néceffaire , depuis qu'on a introduit 
ces expreflions dans les finus& cofinus. Enfin on ne peut 
pas avoir des notions précifes des rapports finguliers qui 
fe trouvent entre les courbes du genre hyperbolique & 
celles du genre elliptique, & pareillement entre les loga- 
rithmes & les arcs de cercle , fans y faire l'application de 
tout ce que nous venons de dire ici. 

Corollaire I. 

3p. Il fuit delà que fi l'on veut trouver les fadleurs 
imaginaires êLtJîrr A •+ cof^ A = RR , on aura ( cofK 

^fin A V'^^) xÇcofA — fin A J^"— î ) =;= RR. 
De même fi l'on fuppofe un autre arc B ; & qu'on veuille 
faire ufage des fafteurs imaginaires , on trouvera que 

( cofA^finA y^'^i) X (co/B -^fin B K^^) =5 

cofAxcofB—fin A xjîn Bh- K— i ^(cofA xJînB 

^fin AxfinB). =z cof (^A-^B) ^V^^^fm 
(A-HB).(art. 23 8c 2^). 

Demême(w/A~>Aï^;=7)x(co/B— TznB 
V^^^) — côfi A + B)'^l^^^ fin (A+B). On 
trouveroit par un calcul femblable que (coÇA -^ V^ — i 
//lA) X (co/B ±^ V^^fin B ) X co/C H:: V^^ ^ 
finC)=icof{A ^B 4-C)^K— 1XA-+. 
B + C). 

Corollaire II. 

40. Donc fi l'on prend deux fadleurs^Sc qu'on fuppofe 
les arcs A &B égaux entr'eux , on aura (co/ A ji; fin 
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A1/—I )^=çof2A±^fin aAl^^^l". On trou- 
vera de même que (cofA ;;j^Jïn AV — i ) ^ =^ c(?/3 A 
^fin^A j/"^— ï ; & par analogie i^on en conclura gé- 
néralement que ( cof A^Jin A V^ — 1 )" ==: co/ w A 
±finnAV^^^. 

Corollaire III. 

41. De la dernière équation l'on tire Jîn nA V^ — i 

^icofk^finhV^^^Y-^coÇnA. Et à caufe du 

fîgne -^ on aura encore fin nA V^— i = cof nA — 

(cofA — Jîn A ^ — I ) ^ Ajoutant ces deux valeurs & 

divifant par 2 \^ — i , on trouvera Pexpreffion fuivante 
pour le finus d'un arc multiple. 

On trouveroit de m^nie que 

Corollaire IV. 

42. Si Ton élevé chacun de ces binômes \ la puîflfance 
n par la formule générale , on trouvera que tous les ter- 
nies affeftés d'imaginaires fç détrujfent , & l'on aura 
deux fuites générales , dont Punç exprimera les finus le 
l'autre les cofinus d'arcs multiples, 

Q. Première formule. 
Sin. 7iA=7i. co/"^ ' AxfinA^ nx7:r^xT:r^ ^^j^n^i 

Afin^ A -h ' — ^ cof ' A fini A , 

^ I. z. 3. 4. j '' -^ ' 

&c. 
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R. Seconde formule, 
Cof.nA««/." A — îiiiiili co/."-' A /«* A 4i 



I. X 



*— — — — cw. A lin A— ' ' 

1,2. 3. 4 -^ »^ 1.1.3.4.5.6 

C O K O JL JL A r R E V. 

43. Si l'on fuppofe que Tare A foit infiniment-petit,' 
on aura fin A = A & cofk=: r ou i. Pour que l'arc 
nA devienne d'une grandeur finie , il faudra que n de- 
vienne infiniment -grand; ce qui réduira les produits 

denxn — i; nxn — 2 ; &c. aux puiflances n^^n^. 
Zcc. Si l'on fait l'arc nA = c à caufe que fin A =s A, dans 

notre fuppofi^tion A = -1; on aura fin^ A =î- &c. 

ainfi des autres puiflances àefin A ^ tandis que toutes les 
puiflances de cofA feront égales à l'unité ; ainfi l'on aura 
de nouvelles formules au moyen defquelles il fera facile 
d'exprimer lefinus ou cofinus en parties de l'arc, ou en 
décimales du rayon. 

S. Première formule. 
Sm. C = c — 



uz.l^ i.2.3.4«5 1.2. 3» 4. 5* 6. 7 

— &c. 



1.2.3.4.5.^.7.8.^ 

T. Seconde formule. 



Cof. C=i --4 



c* . c 



.+ 



I. 2 I. 2. 3. 4 I, 2. 3, 4. 5. 6 

-^ÔCC. 



1.2. 3.4. 5. (,.7. 8 

On voit que ces formules donneront le finus & cofinus 
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d'autant plus rapidement qu'elles feront plus conver- 
gentes , ce qui arrivera fi l'arc défigné par c eft d'un petit 
nombre de degrés. Il y a encore plufieurs fuites fembla- 
bles. On fe fert de ces fuites pour calculer les finus & 
cofînus naturels d^un arc quelconque. ( Voyez l'ex- 
pofition du calcul ailronomique de M. de la Lande ^ 
page 217. 

Problème \I. 

44. Trouver la tangente de lafomme ou de la différence 
de deux arcs donnés A Gr B. 

Solution. 

Soient AM & AN (fig'6.) les arcs donnés dont AG & 
AL font les tangentes, que nous défignerohs par tScO: il 
eft vifible que la ligne NT perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon CN fera la tangente de la fomme de ces deux 
arcs ; nous la défignerons par T ; & ces fuppofitions 
BOUS ferons trouver la tangente de la fomme de deux: 
arcs quelconques A& B. Pour avoir celle de la difFé- 
rence,nous regarderons Tare MN comme A , & Tare AM. 
comme B; AL fera la tangente de la différence des arcs 
A&B; nous la nommerons t. Soient encore abaiflfées 
les perpendiculaires AQ , GP au rayon CN. Cela 
pofé,à caufe des triangles femblables CRN, CAQ, Ton 

auraCR :RN : : CA : AQ ou V^rr-i-Bd : 6 : : r : 

rê 
, X- I î ^c même à caufe des triangles femblables 

AQL , GPL , on aura^L : AQ : : GL : GP ou B : 

rù t-héxr 

' y ' : : it + fl ; 77=. De plus à caufe que 

CL : AL : : AL : QL, on aura QL = ,^. - j il eft 

encore évident , à caule des triangles femblables AQL , 
ePL que AL : Ql^ : : GL :PL ou que ô :—==:: 
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t^6 :-T=:^;doncCPouCL — PL=-7==î. 

y^rr-htt V rr + «« 

Au moyen des expreffions que nous venons de trouver, il 
eft aifé d'avoir celle de la tangente NT ; car à caufe des 
triangles femblables CPG, CNT on aura ÇPrPG : : 

_ , rr-tt rx«-ht 

CN : NT & analyuquement l ' . : : 

^.rxf±f-5 tang (A-4-B) d'où l'on tire en faifant 

le rlyo'n égal à l'unité tang (A-fB) = JfUiA^If!^, 

2^. Pour avoir la tangente de la différence de deux 
angles, on fe fervira de Péquationque nous venons de 

trouver T= Hililti.; & traitant l'une des tangentes 

6 ou r comme inconnue , on aura la tangente de la difFë- 
rence de deux arcs. Les règles ordinaires nous donnent 

towt^ — -^-pj. ; donc en faifant le rayon égala l'unité 
on aura t ou tang ( A -^B ) =_— s — -_^_-. 

S C H O L I E. 

4j. On auroît pu trouver ce même réfultat fans au- 
cune conftruâion géométrique par le moyen des for- 
mules déjà données y comme il fuit. Soît S la fécante de 
A , & i celle de B. On aura par les propriétés connues 

des Cnus , cofinus, tangentes &fécantes,/?n A == — & 
cor A ==ÎI, & dômême//iB = -&co/Bt=:Z.; fub- 
flituant ces valeurs dans celles dtJîn(A :t B) on aura- 
7?„(A+B)=.1^&>(A-B)==5?^; 

on trouveroit d« même cof (A ^-B) = — ^ — & cof 
( A~B) =:ir/^^^T/^i donc à caufe que tang «^ 
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on trouvera comme ci-deflTus tang ( A ^+* B ) = rxT-+-t 
ictang(A^B):= 77Tt7* 

COROI.I.AIRB L 

^^ (tangA-htangB) X (tangA---uingB)r ^ 
"^ {r^ +tang AxtangB ) X Çr^-' tang AxtangB) 

Corollaire IL 

47. Si Pun des angles eft de 45^ on aura tang A + 
47° = — ï— == 7 — ;; — r;* Car on trouvera 

^^ I - w«g A tang ( 450- A ) 

fur le champ que le rayon eft moyen proportionnel en- 
tre fûng(4y®-+-A) 8c tang (45-0 — A). D'où il fuit 
que fi l'on a calculé les tangences d^s angles au-deffous 
de 4^®, on aura toutes les tangentes des angles au-deffus 
de 45*° par une fimple divifion. Et fi Pon a calculé les 
logarithmes des mêmes tangentes, on aura pareillement 
les logarithmes des tangentes des arcs au-deflus de 4y* 
en étant le logarithme de la tangente trouvée du dou- 
ble logarithme du finus total. Ce Corollaire fait voir 
comment on a pu conftruire aifénaent les tables des 
tangentes & de leurs logarithmes* 

Corollaire IIL 

48. Tant que les angles A & B feront tels que leur 
fomme foit moindre que 90® , l'expreflîon ae tang 
( A -4- B ) fera pofitive. Si Ton fuppofe que tang A x 
tang B = rr, ce qui arrive , lorfque les angles font 
compléments l'un de l'autre , le dénominateur devenant 
zéro nous avertit que cette tangente n'a plus d'expreflîon 
finie. Enfin lorfque tang A x tang B eft plus grand que 
rr, ce qui a lieu , lorfque les deux angles font enfemble 
un angle obtus I l'expreflîon delà tangente devient né- 
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gative ; ce qiù avertit que cette tangente (Joît fé pren- 
dre dans un fens oppofë. 

COROLLAlitE IV. 

49 . Si l'on fuppofe que les arcs A & B foient égaux , 
& qu'on imagine une fuite d'arcs A, aA, 3A , 4A, &c, 
multiples du premier , il fera facile d'en trouver les tan- 
gentes au moyen de la formule tang (A4-B) = 
tangAH-tangB ^^ j^nt toujours la dernière tan- 

rr-tangA.tangB » » « r -r • r» 

gente trouvée comme rang A, & tailant toujours a — 
l'arc fimple A , dont on cherche les multiples î fuivant 
ce procédé on formera aifément la table fuivante. 

Tang A = T. 

trT 
Tang 2A = pTIxT* 
jrrT-T» 

Tang 3A=77r7TT" 

4r^T-4>-'T» 
lang 4A= TnTTTrx _^.xt 

yr*T-iof'T«-t-T» ^ 
Tang j-Assï r«-ior'T»-t-îT* 

D'oà il eftaifé de déduire laformule générale fuivante, 

en obfervant la loi des coefficients pour un arc multiple 

quelconque , & faifant le rayon égala l'unité. 

n.n-un-1 n.n-i.n-z.n-i.n-4 js^^^, 

TÎT — !.».? t'^- ?'4. ^ _, 

Tang, nA= — — — — — ^ , 

Pour abréger Texpreffion de cette formule, ainfi que 
toutes celles que nous avons données jufqund, on peut 
faire attention que chaque coefficient renferme toujours 
celui du terme qui le précède ; ainfi repréfentant ces 
coefficients par les lettres indéterminées A^ B, C, D ,&c. 

pour 
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ipour le numérateur a, i3, 7, <f , &c; pour le déiomina- 
teurla formule précédente pourra s'exprimer comme on 
le voit ici. 

yo. Si l'on veut exprimer les tangentes des arcs mul- 
tiples en commençant par le plus haut terme ou la plus 
haute puiflance deT,on verra ailément qu'il faut deux 
fuîtes ou formules générales, Tune pour les nombres im- 
pairs & l'autre pour les nombres pairs. De plus à caufe 
que les plus hautes puiflances impaires font alternative- 
ment pofitives & négatives , on aura les deux fîgnes -h' 
devant la tangente multiple. 

Première formule pour n impair: 
±Tang.«A=* 



,n-l 



Seconde formule pour n, fuppofé un nombre pair, 
quelconque» 

iTang. /2 A =■ -^ 

51. Si l'on veut faire entreries cotangentes dans l'ex- 
preflîon des tangentes d'arcs multiples , la tablé précé- 
dente fe changera facilement en celle qui fuit , en met* 

tant cotangente à la place de ^. D'oà il fera égale-: 

ment facile de former une smtre table pour les cof angen- 
ges des arcs multiples. 

C 
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Cot. A = <^«A. 

c»t A - tang A 
G»f.2A = 1 • 

r^ co^ A - 6r ' M»g A 4 - mng^ A 
Or.4A= 7'r^-4w„g*A * 

r*ro/A- lor' ^4ng A-f-5^^«g'A 

' _ r^ cof A- 1 ^ r^ /^«g A -f- 1 5 i'* ^^wg^ A - tang'^ A 

&r. 6 A == ^r+ - 2o r* Mifg * A + 6 tang"^ A 

Et en général on aura : 

co^A--- — tang^A'+'A ^ Mwg^A- B— — r- w«^<^A 

\jOUnA=i — : 7 Rrn 

n-i.n-i . . -n-5./i-4 ,. n-Ç.n-o OCC» 

/z.^ — — - tangA 4- ig- , .^ tang^ A-^y fang^A 

*• 3 4« 5 ^•7 

en faifant le rayon égal à l'unité; parce qu'en faifant pa- 
roître le rayon il eût fallu deux fuites pour exprimer les 
cotangentes d'arcs multiples , fuivant que n feroitun 
nombre pair ou impair. 

5*2. Il eft encore vîfible que Ton pourroît appliquer aux 
cotangentes d'arcs multiples les deux dernières formules 
générales , en commençant par les termes de la plus haute 
puiffance , puifque les coefficients font toujours les 
tnêmes.On peut encore fe fervir des formules précéden- 
tes, pour transformer des puîflTances de tangentes en tan- 
gentes d'arcs fimples & d'arcs multiples* Ainfi l'on for- 
mera aifément la table fuivante par de fimples fubfti- 
tutions ; -en fuppofant T^, T^' T^^' défignant les tangentes 
des arcs multiples. Que 

2 . 

^= X" 

H en feroit ée même des autres puiflknces^ 
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Corollaire. 

y 3. Il fuît encore delà que pour avoir toutes les tan- 
gentes depuis zéro de degrés jufqu'à po*^ , il fuffit de les 
trouver jufqu'à 30^ Car fi l'on nomme B un arc de cer- 
cle moindre que 30% & que Ton ait A = 30° — B. On 
aura auifi 2A= 60^ — 2B.&C cot 2A=tang (30<H-2B). 

Donc à caufe de la formule cot 2 A = — — Z. ^^^ on 

z 

/ .TIN co/f 30^-B)- wwc'Cîo'^— 9) 
aura tang (3004- 2B) = — ^ — ^ ^-^ ; 

d'où Ton voit comment il a été facile de diminuer fingu- 
liérement le calcul des tables des tangentes , comme nous 
avons déjà fait voir fur les finus & cofinus. 
Premier Scholie. 
74. Non-feulement on peut trouver par les formules 
que nous avons donnés dans les fuites générales précé- 
dentes, les finus, cofinus , tangentes & cotangentes d'arcs 
multiplesjmais on peut encore en faire ufage pour trouver 
\ts finus y cofinus &c» d'un angle ou d'un arc fous-multi- 
ple dans tel rapport que l'on voudra ; mais alors on aura 
des équations de différents degrés à réfoudre, ce qui peuc 
apporter de très-grands avantages dans la réfolution de 
ces équations par le cercle ; puifque les tables des finui 
étant toutes dreffées , contiennent auflî les racines de ces 
équations : par exemple , fi Ton veut divifer un arc en 
trois ou en cinq parties égales par le moyen die fon finus 
ou de fon cofinus , on n'aura qu'à hïtefin. nAstsa , & 
cof. nA=s A; enfuite on n'aura qu'à traiter 5 &^ comme, 
inconnues en les défignant par jf &y, les formules B 
&D donneront les équations fuivantes. 4^^ — 5r^;e-h 
ar^=so 8^.y ^ — 3 r^y — br^b=o. De même fi l'on nomme 
c la tangente nA, ^ la tangente de l'arc fimple défigné 
par A , & qu'on fafle n = 3 ; la formule de l'article4p > 
donnera l'équation fuivante i^ -^ 3^?^ — 5^^? + ''^^•i 
= 0; qui toutes, comme on le voit, font du troifiemc 

c ij 
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degrë , ce qui fait voir que le problême de la trîfeftion 
de l'angle eft toujours folide de quelque manière que 
l'on s'y prenne pour le réfoudre : on tombera toujours 
dans des équations finies , tant que n fera un nombre en- 
tier ou commenfurable. Pareillement fi l'on cherchoit 
par les cotangenxes en faifant cot. nA= d & cotA=^u, 
on trou veroit encore cette équation, u^ -H ^u^d + dru 
I— 3r^ = o qui ne diffère de la dernière que par les 
lignes. 

Second Scholis. 

jy. Pour éviter la confufion , nous avons fupprîmë 
dans la plupart des formules précédentes les Variations 
dont elles font fufceptibles,eu égard aux changements des 
fîgneç ; mais au moyen des réflexions fuivantes on fera 
toujours à portée de connoîtrc ce qu'ils indiquent, lorf- 
qu'ils pourront avoir lieu. Soit donc l'arc AM(Jîg.7)que 
nous fuppofons moindre quepo® jfi l'on regarde comme 
pofitifs fon fin us MP , fon cofinus CP , fa tangente AT 
& fa cotangente BR ; on verra que le finus & la tangente 
de l'angle obtus ACm ou de l'arc Am feront encore po- 
fitifs , parce qu'ils confervent la même fîtuation à l'égard 
du diamètre AD ; mais le cofinus Cp & la cotangente 
Br deviennent négatifs, parce qu'ayant la même ori- 
gine ils s'étendent dans des direftions oppofées à celles 
qu'avoîent ces mêmes lignes, lorfqu'cUes étoient rappor- 
tées à Tangle aigu. Si l'arc AM devient A/n^ , le finus , 
la tangente , le cofinus & la cotangente deviennent tous 
négatifs , tant que cet arc eft plus grand que 1 8oo & 
moindre que 270^. Enfin s'ils paflent les trois quans du 
cercle , on verra aifément que le finus & la tangente de- 
viennent négatifs, tandis que le cofinus & la cotangente 
redeviennent pofitifs. Comme dans les calculs trigonomé- 
triques on n'employé jamais que des angles droits obtus 
ou aigus ; toutes les confidérations des fignes fe rédui- 
fent à examiner dans quel cas les formules dont on fait 



Digitized 



by Google 



SPHERIQ^UE. 37 

ufagc , indiquent un angle obtus ou aigus. D'après nos 
fuppofitions (î l'on trouve que Pexpreffion d'un cofinus 
ou d'une cotangente devienne négative , cela indique 
que Tangle auquel ces lignes appaniennent , efl obtus. 

Préparation aux Théorèmes Juivant s. 

^6. Soit PE (/îg.8) l'arc que nous avons défigné par A 
&PB celui que nous avons nommé B. Du point B ioienc 
tirées les lignes BK & BH refpeéHvement perpendicu- 
laires aux hgnes DE & CF. De plus ayant mené les li- 
gnes BE & BO aux extrémités de la corde EO foienc 
encore abaifTées fur ces lignes les perpendiculaires CT , 
CR terminées à la tangente RBT ; cette conftruélioa 
bien entendue on verra i^ que l'arc BO == A-hB. 
a« que BE = A — B. î<* que KO =z fin A +/« B; 
" 4<* que KE =fîn A — Jin B. 50 que KM = co/B -H 
c(?r A, & que (î«KB = ct)/B ~ cofA. 70 que BT = 
tang(^ A ^{B)i 80 que BR = rang (jA— i B). 
5)OqueAL=//2(^AH-iB)&CL = c^/(f A-f-iB). 
10^ que BF=/n(- A — }B) & CF = cof (\A^B). 
1 1^ que OM =5 2CF=2cof(i-A — f B). Car l^arc MO 
= MN -t-NO; mais NO= i8o<>— A& MN = B. 

Donc ^ =fin (poo— i A 4- î- B), donc MO = 

2,cof{{ A — T B). 12^ on fera voir de même que ME== 
aCL^2cofX{A^{B). Cela pofé, les Théorèmes 
fui vants n^auront aucune difficulté. 

Théorème VII. 

5*7% SUppctJant toutes chofes comme dans ta conJIruBiim 
précédente ; je dis que Von aura i^jïh A-hJin B =s 
>y?w(i.A-+-|B)xco/(jA— -B). 20que jÎTz A — 
>B = 2co/(iA-HiB)xXiA— {B). 

Dé M QN s TK.ILT ION. 

Les triangles reftangles.MKO , CLA font évidem- 
ment femblable$ à caufe que l'angle en M du premier eft 

Ç iij 
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égal i Tangle en C du fécond, on aura donc la propor- 
tion OK : OM : : AL : CA ; ou en fubftituant à ces li- 
gnes leurs expreflîons en finus & cofinus ;Jîn A-|r/înB: 
2co/({A— iB)::Xf A^-iB):R,d'oà^ontî^e 
la première partie du Théorème , en faifant le rayon 
égal à Tunité. C,Q, Fi o,D. 

rio. A caufe des triangles femblables EKB^ CLAon 
aura encore EK : EB : : CL : C A ou^zn A — • y?/i B : 
sfin (I A — f B) : : co/(i A -hlB ) ; R d'oà Pon tire 
la féconde partie du Théorème. C. Q. F. 2^y D. 

Théokeme VIIL 

58. Je dis déplus que Von aura encore Us ieuxéqua^ 
lions fuivantes. lo. CofA^^cofB =5 2co/( f A-H7 B ) 
X co/(iA— AB). n^co/B — co/^A^^^nCiA-KB) 
xXiA-^B). 

DÉMaNSTRATION* 

Les mêmes triangles femblables MKO, CL A, EKB 
donnent encore les deux analogies fuivantesMK : MO: : 
CL : CA ; & BK : BE : : AL : CA ; dans lefquelles 
fubftituant les valeurs de chaque terme ou trouvera cof\ 
^ cofB : 2co/(lA— 1 B) : : cofii A^{B): R; 
2,0 cofB — €ofA : 2cof({A + lB) : :Xi A + ^B): 
R ; d'où l'on tire fur le champ les deux équations qu'il 
falloir démontrer. C Q. F. D. 

COROLLAIJRE !• 
-'^ ftnA-fmB i«/(iA-+.iB) xX^A-iB^ 

Ci A — ^ B ) en fubftituant la tangente au lieu de^^ 

^ cof 

Corollaire IL 

iCo Tinn >A-f->B 2fm(ik^iB)xcofaA^B) 
%>Q. uonc çofj^^çofB^ zcof(iA^{B)xcof(iA^iR) 
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= f'^'^g (tA-^tB)«" effaçant ce qui fe détruit , & 

fin 

fubftituant tang pour — .. 

Corollaire III. 

fin A -Jn_B 
6i. De même on trouvera que ^^^^ ^ cofB ~ 

iw/(iA-iB)x«/(iA-f-iB) ° fin A-finB 

fin l'on fera voir de la même manière que „yB_co/A 

==c.r(lA+'B),&que-i^g_-^==,-^;;^^^:X^ 
= c«(iA + ^B) xwrCiA— fB). 
Corollaire IV. 
62. On trouveroit encore par des fimples fubftitutions 

cft une confëquence immédiate de ce que nous avons 
démontré ( n^ 13 ) R : ^^/l A : : 2/in^A :> A , en 
faifant A = A ^- B. On trouveroit de même que 

WXA±1) = !!Zf^!l(ll!i.Enfin l'on pour. 

roit encore déduire des différents triangles femblables 
que nous préfente la figure 8 , un grand nombre d'au- 
tres propriétés ; par exemple, du . quadrilatère MOBE 
infcrit au cercle , on tireroit tout de fuite les formules 
que nous avons dérSbntrées au n°. 26 par de fimples 
fubftitutions. Mais ce que nous venons d'expofer , fera 
plus que fufiifant pour indiquer comment on peut trou- 
ver les propriétés dont on pourroit avoir befoin. Il ne 
nous refte plus qu'à faire quelques applications de ces 

formules* 

Ciy 
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Ufage de quelques-unes des Formules frécédentef 
dans les Logarithmes. 

6^. Les formules fin A ^fin& = 2/zn (| A + 1 B> 

xfinl^A — 7B) indiquent comment il faut s'y pren- 
dre pour trouver les logarithmes de la fomme ou de la 
différence de deux q^uantités données : un exemple 
fera concevoir aifément îa pratique de cette opératioft% 

Exemple I. 

'64. Soient les nombres 84^7 & S6^^ dont la fomme 
eft 17 102, de laquelle il s^agit de trouver le logarithme; 
qu'on fuppôfe ne fe pas trouver dans les tables. ( lï en 
feroit de même de deux autres nombres quelconques 
gui contiendroient même des fraftions, & dont les loga- 
rithmes feroient donnés )• Je me fers de la formule7?/2 A 
^finB=2fin({A+iB) x co/(^A — 7B). Pour 
avoir d'abord les angles A &B, j'ajoute 5 à la carafté- 
riftique des logarithmes des nombres donnés , afin de 
pouvoir les trouver dans les tables des logarithmes des 
lînus , parce que ces logarithmes n'ont point de cara- 
âériftique au-deflous de 7 niau-deffus de 9 , & je trouve 

9,9$6z6i-log.26^^-log.Jin. 5p'*4i'4o"= A. 
9x9177^0 ::^lcg.S^67-log.Jin.S7^ U' 1^" = ^* 

d'où Ton tire J; A-hr B = j8° 46' sS'^ & i A — ^B 

Je cherche enfuite les lo- ^ ,^,«,^ / ^ ^ , 
ganthmes du finus du premier 5,,p3207x hg.fm. (f A44B> 
de ces angles & celui du co- 9.9999 14 log. cQf.qA'-i B% 
finus du dernier: à la fomme 10,13301^ 
de ces logarithmes j'ajoute 4>i33oi^ = ^<'^-i7ioi. 
celui du nombre 2 ; enfin de 

cette fomme j'ôte 10 «4- 5 ou 1 5 à caufe du rayon qui 
divife , & des fix unités qui ont été ajoutées à la cara- 



Digitized 



by Google 



s P HE Kl QUE. 41 

aériftîque, & je trouve que le logarithme de 17102 , eft 
égal au refte 4,233016. 

Exemple IL 

6^. Pareillement on pourroit faire ufage des mêmes 
formules pour conftruire par les logarithmes une expref» 
fion plus compliquée telle que feroit celle - ci r x 

(^ j- ) dans laquelle on fuppofera que r eft le 

finus total ; que A eft un nombre dont le logarithme = 
4,074723; queceluide^i=3,io835'4, & celui de i= 
35876870 , ce qui donnera les logarithmes des quantités 
A^, a* bb en doublant les premiers. Celapofé,je regarde 
d'abord les logarithmes de A^ & a^ comme ceux des 
finus de deux angles qu^il faut trouver. J'ajoute Tunîté 

à chaque caraftérif- ^^^.^^^^^^^^^^^^^^ o . .^=A 
tique pour en trouver log.gi^ y^zieyoz ^log.fm.o ^ 40'' = B 
leslogarithmes parmi donconaura iAH-iB = 3%4' 36" 
ceux des finus. Ayant ^ fA— 16 = 3038' 5^'* 

trouvé les angles qui 0,301030 = /og. de i. 

leur répondent, fa- 8,814845 =/og.7i«. (^ A -h iB) 

cheve l'opération 9.999119 ^ log. cof. ( i A --iB> 

comme on le voit ici xi?,i 15003 

à côté; & retranchant 10 +• l de la caraftériftique du 
nombre trouvé , j'ai le logarithme de A* + û* = 
8, 1 1 5003; regardant de nouveau ce logarithme comme 
celui àeJînàcAj & lui ajoutant l'unité ainfi qu'à celui 
de i% l'opération s'achèvera comme on le voit ici , ca 
fe fervant de la formule Jzn A — Jin B = 2jin (^ A — {B) 
xc()/(^A + |B) 

9,n $00^ = log. fn. 7° Z9'i6" donciA-i-iB = 5» îi' 11" 
9,7Sn^o=log,fin. ioi^- 6' Se ^A — iB = i» 7' $" 

0,301030/0»:.». 0,301030 /og.iei. 

_£^9£8o£i=/<,^.«/.(iA4-iB^. ^„ll^^l ioldez. 
^JfsS^f; = log. A« + a* - bS ^^^^^^^ '^^'^ ^^a. 
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17,8^6837 /o^.JfCAA4-aa-bb) xR. 
7,464107 ^ (A AH-aa-bb)xR 
10,402730 *<>^* «^ ^^ • 

De l'ufage du Complément arithmétique^ 

66* Avant de terminer ces obfervations , îl ne fer» 
pas inutile de donner une notion précife de ce que c'eft 
que le complément arithmétique, dont les Géomètres fe 
fervent fou vent pour changer la fouftradion en addition. 
Pour cela foit, par exemple , le nombre 75*4 à ôter du 
nombre 896, je vois d'abord que fi j'ôtois ce nombre 
de 1000 , & que j'ajoutafle le refte à 8p6 en étant de la 
fomme le chiffre qui fe trouveroit au rang des milles , ce 
feroit comme fi je Tôtois de 896 comme à l'ordinaire,. 
Mais pour ôter ce nombre de 1000 , il n'y a qu'à prendre 
tous les chiffres qui font des p avec chacun de ceux du 
nombre à fouftraire, excepté le dernier qui doit faire 10, 
comme la fouftraélîon le démontre ; le nombre que l'on 
trouve par cette opération , eft , ce que l'on appelle , 
Complément arithmétique. Aînfi dans notre exemple ce 
nombre eft 246 que j'ajoute à 895,en ôtant de la fomme 
1142 l'unité du rang des milles , j'ai 142 pour le refte 
cherché. 

COIVOLLAIKE. 

RR 

6j. Il fuit delà & des formules cot A= r ;tangA 

R* R* '^"^^ , 

== — Â ; cofec A =3 r-Tj & autres femblables , que les 
cof A^ '^ JinA^ 

logarithmes de ces quantités fe trouveront en ajoutant 
les compléments arithmétiques des dénominateurs au lo- 
garithme du rayon. Ou ce qui revient au même que les 
logarithmes de ces quantités fe trouvent en prenant la 
différence du logarithme du dénominateur au logarithme 
du quarré du rayon quiarto pour charaélériftique. 
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S C H O L I £• 

6S. Comme il peut être quelquefois nëceffaîre en fc 
fervant des formules que nous venons de démontrer dans 
le premier Chapitre défaire fur elles différentes combi- 
naifons ou fubftitutions, & qu'il feroit incommode de les 
chercher dans les différents articles oii elles fe trouvent , 
nous croyons qu'on fera bien aife de les trouver toutes 
ici réunies fous un feul & même point de vue, ce qui 
nous fervira d'ailleurs de renvoi toutes les fois que nous 
aurons dans la fuite quelque fubftitution à faire. Nous 
avons eu de plus l'attention de garder par-tout Thomo- 
généité des termes, afin qu'on foit dans le cas d'employer 
toutes ces formules au befoin avec plus de confiance. 



Table générale des Formules démontrées dans 
le premier Chapitre. 

69* Sin. ^Azzcof, \ftif. de A, tang. 7 A = cot. \ fup. A. (no. 7%' 
Sin.AxK ., ^ Jîn.Axfec.A 

70. — — =:tang.A(no.9).^'' 5^ 

coj.n, K , 

Co/.AxR . ^ ^ ^ RR 

7î. — 7: — T- =co/,A(n^ 10). = — 

fin. A tang. A. 

. cof.Ax ifin. A , ^ ^ . teopA - RR 

7i.Si«.2A=-i 5-^ (n<». i3>. cof. 2A= — :!— 

K R 

Sin. 2A cof. A R'- zfin^ ? A , « 

^^rMÂ=-R-= RR ^°-"> 

R f^^g' T A 

R4->.A = 2/«* (450+1 A). 
^ D r A ^fi^^iA fin, A X tanT. \ A ^ ^ ' 

^ R R ^ ' 

fin. v.A( no. 22 ). R^fin. A = zfin* ( 45** — t A ). 
K^cof.A coi^iAK-cof.A /^>>g^|A 
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K-firuA fin' (4î"-iA). ^ 
2M«g. 7 cowp. A. 

^ ^ . RR«//îiig iA, 

uang.^A, 

Si. 5^(7. A= — — = — V-Â — (no^.i^ &70> 
co/, A fin. A 

«.^^/-A RR, X fec.AxR fin. A - a , v 

8i &83.Co/fr.A=:--— (no.i^y-.- — - =•'— ---xR=M«fi:.ACn.i6) 

jw.A. cafec.A coj.A 

84. 5^c. A= cof . 7 ronj^. A - m«^. A(no. 1 8).= taY^.A'+-cou \ ACn«. ip) 

cot. (45^ - i A) -h cof . I A tang.{ 4^4- i A) 4- ro/. \ A 
~ 1. 2. 

t^.Cofec. A = co^. I A - cot.A (n©. i8).= M^ A-f-^^^. ^ ACn^'-ij).. 
rof { A-+- /4WÇ. I A 

2 

R 

87.Ca/CA±B)=f£^Llf2£l+>li21>L-_Ë. f „o.»4;. 

88. ^'"-CA-f-B) ^ tang. A + tang.-R ; . ^ 
yî». (A-B) tang.K-tangE ^ 

A».CiA-HB)xr,y:Cf A-t-iB) 

>.aA-iB;x.<,/.(|ÂrrBy ^ • '^^^ 

g Co/: C A -H B ) cot. B - <4»f . A _^ 

«/. ( A - B ) I^TË+tang.K ^ "°' *^ ^* 

(RH-i/r/7».riA.HB^)x(R-i/I/«.C4A+iB)) ^^ 

R2^^i(^A-<-iB) 

= R^^«ûrÂ--Pl-^"°-"^^'"- 

50. 5*/«. C 3o*^-f-A)=rq/: A-//i.( 30©- A). ( n*. 27). 

^i. Çof. ( 30^ 4- A) =co/; ( 30^ - A) - fin. A. idem. 

5>2. Sin. A-hfin. B = 27;rt. (1 A -+- j B) x cof. (^ A- ^B). (11^57). 

^3. S/«. A -7?». B= zcof.{iA'hiB)xfin.(iA''\B).(no.fi). 

9^. Cof. A -t- cof. B = ico/. (i A-M B) X co/. (f A-i B).(n^58). 

9^ Cof. B - co/, A =^>.(i A 4- i B) xjî». Ci A -i B.) ( n^. j 8) . 
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, Sin.K+fm.B _ 4ang.aA+iB) 
^^' Jin.A-ftnB tang.i^A^B)^ 

COJ0 A-f-co/. D 

,8. ^'";t "^-^ = »>. (iA-iB). (n».<îi). 
co/. B - coj. A 

cof. J5-+-C0/.A 

Sf n. A — fin, B /T».iTiN>'0^\ 

'°^- r p -^^ , =co^(iA4-iB).Cn^60> 
cq/. B - to/. A 

'^^* coj: B - ro/.A ~ tang. (i A-H j B) " /ec. A -/ec. B* ^'^ * 
loî. S/». Ax/». B= \ co/.(A -B) . i ro/.C A -4- B ). (n^ lO- 

103. Sin. A X ro/;fi = ifm. (A -H B) 4- 1/». (A « B). (n*. z6). 

104. Co/. Axjîw. B = ifm. ( A 4-B)- {>. (A-B).(no.i^ ). 
io5.Co/;Axco/;B = ico/:(A4-B)4-^co/.(A-B). (n^ié). 

^ RR - tang, A x tang. B 

io7.rtf»^.(A-B)= i_| f — i— — .. (n^4j)t 

RR - r^wg". A. tang. B 

(R4-Mijg'.A)xR RR 

108. T.»|:. (A+4Î0) = R-,I^.A ^"°-^'^^=/i;i7ÏÏ^.X)- 

^ w«s:.A-+-R R , >. X 

ic^. Si A excède 45 • a — ô = : TA ^^' C no. 47 % 

^ ^' tang. A-R /«»g«C A-450) 
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CHAPITRE SECOND. 

Des Propriétés générales des Triangles 
fphériques rectangles au non rectangles y 
& de leur réfolutwn par analogies. 

PREMIERE SECTION. 
Des Triangles fphériques en général. 

DÉFINITIONS. 

ITO. jL oute portion d'une furface fphi^rique termi- 
née par trois arcs de grand cercle , s'appelle un Triangle 
fphérique. (fig.p). 

Corollaire. 

11 1. H fuît delà que la confidëration des petits cer- 
cles de la fphere n'appartient pas à laTrigonométrie fphé- 
rique , puifqu'elle n'employé que ceux qui ont le même 
centre que la fphere. 

112. Tout triangle fphérique , comme un triangle 
reftiligne, a eflentiellement trois côtés & trois angles. 
Trois de ces fix parties étant données , comme l'on vou- 
dra , la Trigonométrie enfeîgne à trouver les autres. 

S C H o L I E. 

113. Dans la Trigonométrie reftiligne la connoiC- 
fance des trois angles n'eft pas fuffifante pour connoître 
les trois côtés ; dans ce cas on ne peut avoir que les 
rapports des trois côtés, &non leurs valeurs abfolues ; 
dans la Trigonométrie fpérique au contraire , les côtés 
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îi'étant que des fefteurs de cercle dont la valeur dépend 
du nombre des degrés qu'ils contiennent, la connoîflance 
des trois angles donne celle des trois côtés ; ce qui rentre 
pourtant dans le cas correfpondant de la Trigonométrie 
reéliligne , à caufe que chaque degré varie fuivant le 
rayon du cercle auquel il appartient. Mais il y a encore 
une différence plus remarquable entre la Trigonométrie 
re<ailigne & fpérique , c*eft que deux angles déterminent 
le troifieme dans la Trigonométrie reâiligne , ce qui n'a 
pas lieu dans la Trigonométrie fphérique ; d'où il fuit 
que la définition, telle que nous venons de la donner, n'a 
lieu ftridement que pour la Trigonométrie fphérique. 
C'eft ce que l'on fera à portée de voir encore plus claire- 
ment par la fuite. 

1 14« Les côtés d'un triangle fphérique ne font autre 
chofe que chacun des arcs de grand cercle qui , par leur 
leur înterfeélion fur la furface de la fphere , déterminent 
le triangle fphérique. 

II 5*. L'angle que font entr'eux les fefteurs de cercle 
terminés à la furface de la fphere , & que nous venons 
de nommer côtés du triangle fphérique , forment ce que 
l'on appelle angle fphérique. La Géométrie élémentaire 
nous apprend que cet angle fe mefure par celui que 
forment deux lignes qui partent d'un même point de . 
Pinterfeftion commune des plans qui en forment les 
côtés; lefquelles lignes font perpendiculaires à cette 
même commune interfeélion. 

Corollaire. 

11^. Il fuît delà que la furface d'un triangle fphé- 
rique BAC {Jig. 9 & lo ) & les trois plans qui le termi- 
nent , forment une efpece de Pyramide triangulaire 
BGCA , dont le fommet G eft au centre de la fphere > 
la bafe une portion de la furface fphérique, & dont les 
faces font des portions de grand cercle ou fefteurs cir- 
culaires tels que AGC , AGB & BGC , lefquels font en 
même temps les côtés du triangle BAC. 
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Définitions. 

117. Une ligne comme VGp perpendiculaire auplatt 
d'un grand cercle , paflant par le centre de la fphere & 
terminée de part & d'autre a fa furface , fe nomme Vaxe 
de ce grand cercle. Les points P,p dans lefquels elle ren- 
contre cette furface , font nommés les pôles de ce même 
grand cercle. De plus fi l'on conçoit une infinité de pe- 
tits cercles parallèles au premier, cet axe leur fcraauffi 
perpendiculaire , & les points P Sep {ont aufli les pôles de 
ces mêmes petits cercles. 

C OR O LL AIRE I. 

118. Donc chaque pôle d'un grand cercle eft éloi- 
gné de tous les points de fa circonférence de 90** , & 
tous les arcs menés du pôle d'un petit cercle à fa cir-:^ 
conférence font tous égaux entr'eux. 

CorollaireIL 

iip. Il fuit encore delà que tous les arcs de grand 
cercle menés par le pôle d'un cercle quelconque , font 
perpendiculaires à ce grand cercle ; car puifqu'ils font 
des grands cercles,comme on le fuppofe , ils paffent tous 
par le centre de la fphere; donc ils paffent tous par l'axe 
de ce grand cercle. Il faut dire la même chofe des petits 
cercles. 

Corollaire III. 

120. Donc pour trouver le pôle d'un cercle quel- 
conque , il n'y a qu'à tracer fur la furface fphérique deux 
grands cercles perpendiculaires à fon plan ; les points oik 
ces cercles fe couperont , foit au-deffus foit au-deffous , 
feront les pôles demandés. 

CorollairSIV. 

121. Il fuit encore delà que fi d'un point pris fur la 

furface 
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iurface fph^rique on veut mener un arc de cercle qui 
mefure la plus courte diftance de ce point à la circon- 
férence d'un cercle quelconque , il faut tracer un arc de 
cerde dont k prolongement pafle par les pôles du cercle 
donné :& réciproquement; fi cet arc paffe par les pôles 
d'un cercle donné , il mefurera la plus courte diftance 
d'un point donné à la circonférence, 

COHOLLAIRE V, 

122. Si l'on prend fur les côtés AC &BC (fig. lO ) 
'd'un triangle fphérique BCA des arcs CL & CK depo^^ 
chacun, & qu'ayant tiré les rayons GL & GK, on fafle 
paffer par ces lignes un plan LGK, il eft vifible que le 
point C fera le pôle de ce cercle ; & comme les lignes 
GK , GL font perpendiculaires à l'interfeélion commune 
des plans AGC , BGC , elles mefurent par leur incli- 
naifon l'angle des mêmes plans 9& par conféquent aulll 
l'angJe fphérique BCA. 

C Oll O LLA IRE VL 

123. Il eft encore vifible que tout arc de petit cercle 
décrit du poleC comme centre,étant d'un même nombre 
de degrés -que l'arc KL eft également propre àmefurerle 
même angle ACB ; mais on n'employé communément 
que des arcs de grand cercle. 

Corollaire VIL 



n 
c 

F 
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prisenfembleyfont toujours plus grands que le troijîemt^ 

Démonstration. 

Cette propofition eft une fuite néceffàîre de ce que le 
chemin le plus court entre deux points pris fur la furface 
de la fphere , eft Tare de grand cercle qui paffe par ces 
mêmes points. C. Q. F. D. 

ThièoremeII. 

126. La fomme des trois côtés d^un triangle queU 
conque eji toujours moindre que 360^. (fig. 10). 

Démonstration. 

Soient prolongés les côtés AC & BC d^un angle quel- 
conque jufqu'à ce qu'ils fe rencontrent de nouveau enD. 
Les arcs DAC , DBC feront chacun de 180° , puifque 
tous les grands cercles fe coupent en deux parties égales. 
On aura donc DAC -+-DBC= 360"*. Mais par le der- 
nier Théorème DA -H P3>> AB ; donc les trois côtés 
AB, AC & BC pris enfèmble ne valent pas 3<Jo% 
CQ.F.D. 

Théorème IIL 

l Sij/La fomme des trois angles â!un triangle Jphérique 
quelconque, efl toujours plus grande que deux angles droits 
(x moindre quejîx. 

D É M o îf s T R A T I o N. 

Si les côtés AB, AC&RC du triangle fphérique font 
infiniment petits , les interlèftions que forment entre 
eux les plans qui déterminent les côtés , iê,ron| infiniment 
près d'être des lignes parallèles; la fi^rfa.çe d« triangle 
iphérique fera près de fe confondre avec une furface 
plane. l)onc le triangle peut être confîdéré comme un 
triangle reâiligne; niais pa iàîç que les angles d'un tel 
triangle ne valent que deux droits; donc tant que les côtés 
da triangle ipbérique feront d^une grande\ijp fmie ^ les 
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angles pris enfemble vaudront toujours plus que deux 

2^. L'on voit aifëment à Tinfpedlion de la figure lo 
que chaque angle du triangle fphériqueBAC peut être 
obtus , de manière cependant que Parc qui en eft la me- 
fure foit moindre que iSo"" ; puifqu'alors il n'y auroit 
plus d'angle. Donc en fuppofant les trois angles obtus , 
on ne pourra jamais avoir fix angles droits pour la fomme 
des trois angles du triangle fphérique. C Q. F.D. 

Corollaire I. 

128. Donc un triangk fpbërîque peut avoir fes trois 
angles droits ou même obtus; d'où il fuit que la connoîf- 
iànce de deux angles quelconques ne fuffit pas pour faire 
découvrir le troifieme. 

Corollaire IL 

12p. Si les trois angles d'un triangle font droits ou 
obtus , les trois côtés font auflî de po^ ou plus grands 
que po^. Et fi fes trois angles font aigus, les trois côtés 
font auffi moindres que po^; & réciproquement. 

S c H o L I £• 

1 30. On voit par ces Théorèmes en quoi les triangles 
fpbériques différent eifentiellement des triangles reâili- 
gnes. D'un autre côté ils ont auflî plufieurs autres proprié* 
tés qui leur font communes avec les triangles reflilignes, 
& qui fe démontrent précifément de là même manière. 

Par exemple, on fcroit voir comme dans la Géométrie 
élémentaire que deux triangles fpbériques font égaux en 
tout: i^^lorfque les trois côtés de l'un font égaux aux 
trois côtés de l'autre ; 2^ lorfqu'ils ont un angle égal 
compris entre côtés égaux; 3% lorfqu'ils ont des angles 
égaux fur des bafès égales^ 

De même on feroit voir qu'un triangle ^hérîque eft 
îêquilatéral^ifofceleoufcalene, felon qu'il a trois angles 

Dij 
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égaoxjOu deux angles égaux,ou fes trois angles inégaux ; 
& réciproquement ; enfin que le plus grand côté eft tou- 
jours oppofé au plus grand angle , & le plus petit côté au 
plus petit angle. Toutes ces vérités fe démontrent de la 
même manière que fur les triangles reftilignes , ainfi il 
feroit inutile de s'y arrêter plus long-temps^ • 

Théorème IV. 

131. Si des trois angles B , A , C d'un triangle fphé^ 
rique quelconque BAC comme pôles, on décrit fur lafurface 
de la fphere trois arcs de grand cercle DF , DE , FE qui , 
par leur rencontre , forment un nouveau triangle fphérique 
DEF(fig. ji), chaque cêté de ce nouveau triangle fera 
fupplément de V'angle qui eft à fon pôle , Gr chaque angle 
de même triangle fera fupplément du côté qui lui eft op^ 
fofé dans le triangle BAC. 

Démonstration. 

Soient prolongés les côtés AB, AC &BG du triangle 
BAC jufqu'à ce qu'ils rencontrent ceux du triangle DEF. 
aux points I,L;M,N;G,R: cela pofé, puifque le 
point A eft le pple de Parc DILE , la diftance des points 
A,E eft de po°. Et puifque C eft le pôle de Tare 
EF , les point?s C, E font auflî éloignés de 90°. Donc le 
point E eft le pôle de Parc AC (n^ ri8). On prouvera 
de même <jue F eft le pôle de BC, & D le pôle de Parc 
AB. 

Cette conftruflidn bien entendue,on aura DL ==90^ 
lE = 5)o° ; donc DL + lE , ou DL + EL -+- LI , ou 
encore, DE -+■ IL= i8o^ Donc Parc DE eft fupplé- 
ment de l'angle BAC mefuré par Parc IL (n^. 122) .On 
prouvera de même queEF eft fiipplément de Pangle BCA 
mefuré par Parc MN , & que DF eft fupplément de 
Pangle ABC mefuré par GH; d'oîi il fuit que chaque 
côté du triangle DEF eft fupplément de Pangle du 
triangle BAC qui eft à fbn pôle- C (^.F. 1% P. 
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a^. Les angles de ce même triangle font fuppléments 
des côtés du triangle ABC ; car puilque les arcs AL & 
BG font de 5)0% on aura AL + BG ou GL -+- AB = 
i8oo> maïs GL eft la mefure de l'angle en D ( n^ 122). 
Donc AB eft fupplément de Pangle EDFj on prouve- 
roit de même que AC & BC font fuppléments des an- 
gles en E & en F ; donc tous les angles du triangle DEF 
font fuppléments des côtés oppofés du triangle BAC. 
C.Q.F.2%D. 

SECONDE SECTION. 

De laRéfolutiondesTrianglesfphériques reâtangles^ 
Préparation aux Théorèmes fuivants,(ûg. 12). 

15 2. ^ o I T unepyramide GBPQ compofée de quatre 
triangles reaangles GBQ , GBP, GPQ , BPQ ; & foiervt 
AB , AC, & BC trois arcs de cercle décrits du centre G 
avec le rayon GB ; il eft vifible que ces trois arcs^ de cer- 
cles formeront un triangle fphérîque BAC reftangleenA, 
à caufe que les plans GPQ, GBP font perpendiculaires 
l'un à Tautre. En faîfant le rayon égal à l'unité , on trou- 
vera aifément les valeurs contenues dans la Table fui- 
vante pour toutes les parties de ce même triangle. Il 
luffit 5 pour les découvrir, de fe rappeller que tang =x 

!»• L'arc BC ou Tanglfe QGB^ 

2«. L'arc BA ou Tangle BGP 

3«. L'arc AC ou l'angle POQ^/'^'^yQ P 

4^ L'angle ABC ou QBP 

5M.'a»gleBCA . , ..^^ . -^p^^ 

' Diii 
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153, Pour démontrer toutes ces expreflîons , îl fuffira 
de démontrer la première ligne feulement. Je prends à 
cet effet une ligne quelconque GR que je regarde comme 
le finus total des tables , & ayant abaiffé RS perpendicu- 
laire à GB , il eft vifible que cette ligne fera le finus de 
Parc BC , & GS fera le cofinus du même arc. Cela pofé , 
les triangles femblables GRS , GQB donnent les deux 
proportions fuivantes GQ : QB : : GR ( i ) * RS = 

/n B C= ^ & GQ : GB : : GR ( 1 ) : GS = cof BC=z 

GB Q BO 

gQ* D'où l'on tire fur le champ tang BC = g^&cotBC 

= —-, Les autres valeurs fe démontrent précifément de 

la même manière. Pour démontrer les Théorèmes fuî- 
vants, il fuffira de fubftituer dans chacun en particulier les 
valeurs des termes de chaque proportion à démontrer , Se 
l'on trouvera par-tout une égalité parfaite entre le pro- 
duit des extrêmes & celui des moyens. 

Théorème I. 

154. Dans un triangle fphérique quelconque reSangle 
BAC , lejînus total eft au finus de Vhypoténufe , comme h 
finus d'un angle eft au finus du côté qui lui eft oppofé ; & 

réciproquement. ( fig. 1 5 ). 

N. B. C'eft par ce Théorème qu'on a trouvé les ex- 
preffions du finus & cofinus de 1 angle BCA , ainfi que 
celle de fa tangente & cotangente. 

Théorème II. 

13 J. Dans un triangle fphérique reS angle on aura 
toujours y le rayon eft au cofinus d'un angle^comme la tan^ 
gente de Vhypoténufe eft à la tangente du coté adjacent à 
cet angle ; c'eft-à-dire , que R : co/B : : tang BC : 
tang AB; ou R : cofQ : : tang BC : tang AC. 
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Théorème III. 

135. On aura déplus dans tout triangle reSangle , le 
finus total eji au cojîrtus d^an des côtés ^ comme le cojînus 
de l^ autre câtéejl au cojînus de l^hypoténufey ou ce qui re-» 
vient au même R : cof AB : : cof AC : co/BC. 

Théorème IV. 

1 37. On aura encore , le rayon eft aujînus d'un angle , 
comme le cojînus du côté adjacent ejl au cojînus de Vautre 
angles ou R - JînB oujin C : : cof AB ou cof AC : 
cof C ou cofB. 

Théorème V. 

1 3 8. Le rayon ejl aujînus d^un côté , comme la tangente 
de V angle adjacent à ce côté eft à la tangente de Vautre 
côté y ou R :jin AB : : tang B : tang AC : ou R ifin ACu 
tang C : tang AB. 

TnioREME VL 

13p. Le rayon ejl à lacotangente d un angle 5 comrm 
lacotangentede Vautre angle ejl au cojînus de Vhypoténufe; 
ou ce qui revient encore au même , le rayon ejl au cojînus 
de Vhypoténufe , comme la tangente d^un angle eft à la co'- 
tangente de Vautre angle. Ou ^: cotB : : cotC : cof BC ; 
ou encore R icofBC : : tangB : cot C : : tang C : eot B» 

Corollaire I. 

140. II fuît du Théorème fécond que fi deux triangles 
fphériques re<3angles ont un côté commun, les tangentes 
des hypoténufes font en raifon inverfe des cofînus des 
angles adjacents à ce même côté. 

Corollaire II. 

141. Il fuit de même du troifieme Théorème que fî 
deux triangles fphériques reélangles ont un côté commun^ 

Diy 



Digitized 



by Google 



S6 ASTRONOMIE 

les cofinus de leurs hypoténufes font comme les cofînus 
des côtés non communs. 

Corollaire IIL 

142. Il fuît auflî du quatrième Théorème que fi deux 
triangles reélangles ont un côté commun , les cofinus des 
angles oppofés à ce côté font entr'eux comme les ilnus 
des angles adjacents. 

Corollaire IV. 

143. Il fuît auflî du cinquième Théorème que fi deux 
triangles reélangles ont un côté commun , les finus des 
côtés non communs font réciproquement comme les tan- 
gentes des angles fur les côtés. 

Corollaire V. 

144. Enfin fi deux triangles fphériques reélangles 
ont un angle commun , les finus de leurs hypoténufes 
font comme les finus des côtés oppofés à Tangle commun, 
& les tangentes des mêmes côtés font comme les finus 
des côtés adjacents à l'angle commun. Ces vérités fe dé- 
duifent immédiatement la première du premier Théo- 
rème , & la féconde du cinquième. 

S c p o L 1 E. 

14 J. Ces fix Théorèmes fuffifçnt pour réfoudre tou« 
les cas poffibles des triangles fphériques reélangles , 
comme on peut s'en convaincre par la Table que nous 
joignons ici ; néanmoins comme il y auroit encore quel- 
que difficulté à les retenir , & qu'il feroit dangereux de 
les confondre , nous ajouterons encore le Théorème de 
Neper qui les réduit tous à deux cas généraux dont on 
peut fe fouvenîr bîen plus aifément , pourvu que Ton ait 
bien entendu les définitions fuivantes , qui font abfola- 
ment néceffaires pour fon intelligence.. 
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Définitions. 

14^. Lorfque trois parties d'un triangle font tellement 
difpofées que deux d'entr^elles touchent immédiatement 
la troifieme , ou n'en font féparées que par l'angle droit , 
ces deux parties fe nomment Adjacentes à la troifieme 
que Ton nommera partie moyenne. 

147. Lorfque trois panies d'un triangle reélangle 
font tellement difpofées qu'entre l'une des trois que nous 
regarderons toujours comme moyenne & chacune des 
deux autres, il fe trouve toujours une autre partie du 
même triangle ; ces deux parties feront nommées parties 
féparées. L'angle droit eft cenfé ne point féparer les par- 
ties entre lefquelles il fe trouve. Cela pofé* 

rAB fAC&B 

^i , . 1 AC , ,. 1 AB & C Et les par- 

Sî kg parties 1 ^ç. Les adjacentes J 3 & C tîes fépa- 

moyenncs/ont^ g feront IaB&BC récsfont 

C C VAC&BC 

Théorème général. 

148. Dans un triangle fphérique reSlangleJi Von fub^ 
Jlitue aux cotés de V angle droit les compléments de ces câtés^ 
on aura dans tous les cas , le produit dujînus total par le 
cojinus de la partie moyenne égal au reSiangle des cotan^ 
gentes des parties adjacentes^ ou au reSangle des finus des 
parties féparées. ' 

Démonstration. 

On a eu foin de détailler dans la table pour les réfo- 
lutions des triangles reélangles , tous les cas du Théo- 
rème préfent , en défignant par un yl les cas qui ont rap* 
port aux parties adjacentes , & par une S ceux où les 
parties font féparées. Aînfi la vérité du Théorème gé- 
nérale eft démontrée par celle des Théorèmes particu- 
liers correfpondants aux mêmes cas. On peut néanmoins 
le démontrer direâement par la table du n°. 132 , en 




X 
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fubftituant à chaque terme les valeurs qui conviennent^ 
par exemple,pour démontrer la première ligne du n°.i47. 
Toutfe réduit à prouver que Rx/tiAB == tang AC 
X cot B ==^Jin BC xjin C. Prenant donc les exprefr 
fions de ces lignes au n°. 132. on aura 

RxLP = Q?xl!=iQ^?ii^,cequieftévi- 
GP GP QP GQxBQxGP' ^^4»^^*^^^* 

dent après avoir effacé les termes qui fe détruifent aux 

deux dernières fra(9:ions. Il en feroit ainfi des autres » 

d'où l'on doit conclure la vérité de notreThéorême dans 

tous les cas poflîbles. C. Q. F. D. 

De la valeur des Angles d^un Triangle reâangle eu 
égard aux côtés qui comprennent l'angle droit. 

Théorème. 
14p. Vans un triangle quelconque reSangle BAC, ou 
bAG , les angles fur Vhypoténufe font toujours de même 
efpece que les côtés qui leur font oppofés; 2^9 Vhypoténufe 
eft moindre ou plus grande qu'un quart de cercle (fîg. 15) 
fuivant que les côtés de V angle droit font de même on de 
différente efpece , c^efl-à-dire^ fuivant que ces mêmes côtés 
font tous deux aigus ou obtus , ou que Vun ejl aigu Gr 
Vautre obtus. 

Démonstration. 

i^, Si les côtés AB, AC de Tangle droit BAC font 
chacun de 5)0°, à caufe de l'angle A qui eft droit,comme 
on le fuppofe , les points B & C deviendront les pôles 
des arcs AC & AB, & par conféquent les angles B 8c C 
font des angles droits, puifqu'ils font mefurés par les arcs 
que nous fuppofons de poo , c'eft- à-dire , que ces angles 
Ibnt de même nature que les côtés oppofés. De plus fi 
les côtés AB & AC font aigus , les angles qui leur font 
oppofés , le feront auflî ; ce que Ton prouvera aifément 
comme il fuit. Soit prolongé le côté AC en F jufqu'à ce 



Digitized 



by Google 



SPHERIQUE. S9 

que AF foit de po^; le point F fera le pôle de Parc AB 
( n°. 117). Ce qui donne Tangle B auffi de ço% & par 
conféquent Uangle ABC néceflfairement aigu , puifqu'il 
cft moindre que Pangle ABF. On prouveroit de même 
que Pangle en C eft aigu , lorfque le côté AB qui lui 
eft oppofé, eft moindre que po®. De plus iln'eftpas 
moins vifible que les angles B & C du triangle B^C 
reftangle en a font obtus , lorfque les côtés aB Se aC 
qui leur font oppofés , ont plus de po°. 3®, Si l'un des 
côtés Ai eft obtus & l'autre côté AC aigu comme au 
triangle reélangle i AC , Pangle en C fera auflî obtus, 
& langle en b fera aigu. Car ayant pris fur ABb Parc 
AG de 5)0^, & tiré du point G au point C Parc GC, 
Pangle ACG fera droit , puifque G eft le pôle de Parc AC 
( n^. ii9);d'oîi il fuit néceflairement que Pangle ACb 
fera obtus. Par la même raifon Tangle abC eft obtus au 
triangle recSangle baC à caufe qu'il eft oppofé au côté 
aC obtus ; donc fon fupplément AtC fera aigu , c'eft- 
à-dire , de même efpece que le côté qui lui eft oppofé. 
Donc en général les angles fur Phypoténufe font tou- 
jours de même efpece que les côtés qui leur font op- 
pofés. C. Q. F. 1°, D. 

2^ Il eft vifible que Phypoténufe BC du triangle 
BAC eft moindre que BF,ainfi que lorfquelle efthypo- 
ténufe du triangle BaC; Thypoténufe bC eft plus grande 
que bF au triangle baC ; d'où il fuit que Phypoténufe 
d'un triangle reélangle quelconque eft toujpurs moindre 
que po°, lorfque les deux côtés font de même efpece , & 
qu'elle eft plus grande , lorfque les deux côtés font de 
différentes efpeces. C Q. F. 2®, D. 

On voit aifément que le réciproque de ce Théorème 
cft vrai dans toutes fes patries , c'eft-à-dire, que fi les 
angles fur Phypoténufe font de même ou de différente 
efpece , les côtés qui leur font oppofés , feront auflî 
dans le même cas. 2^, Que fi fes côtés font encore de 
même efpece ou de différente efpece , Phypoténufe fera 
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plus petite ou plus grande qu'un quart de cercle , Se 
qu'elle fera précifément de po^, s'il y a un ou deux côtés 
de po°. 

PRaBLEME I. 

lyo. Vhypoténufe BC d'un triangle fphérique reStan- 
gle BAC ai/ee la fomme ou la diffénnce des deux câtés 
AB, AC étant connues; déterminer le triangle, (fig. 15). 

Solution. 

Puifque Ton a (n^. 1^6) R : cof AB : : cofAC i 
cof BC , on aura auffi cof AB x co/ AC =R x cof BC. 
Maïs ( n^. loy) cof AB x cof AC = ^ cof( AB+AC ) 
+ { cof(AB^-AC). Ce qui donne fur le champ 2R x 
cofBC^cof (AB -t- AC)=:co/(AB— AC). Ou 2Rx 
co/BC— co/(AB— AC)=co/( AB4^ AC). C. Q. F.T. 

Corollaire. 

i^i. Donc fi les côtés du triangle font égaux, on 
aura 2cofBC — ^^ R = cof 2 AB ou cof 2AC, ce 
qui apprend que dans ce cas le cofinus du double d'un 
des côtés eft égal au double du cofînus de Thypoténufe 
moins le finus total. 

Problème IL 

15*2. Connoijfant un côté quelconque avec la fomme ou 
la différence de Vhypoténufe ^ ^ de Vautre câté trouver 
Vhypoténufe. 

Solution. 

Puifque Ton a R : cofAB : : cof AC : cof BC (n^. 1 3 (S) 

on aura auflî componendo &cdetrahendo R^^^ofAB : R — 

cof AB : : cof AC-^ cof BC : cof AC — cof BC. Ce qui 

AR AB 

devient par les n^. 77 & i ai. car — : tang — : : cot 

l — - — J : tang ( — ^"^J- ™o^ " ^"^^ V^^ " "^^ 
connoît la fomme ou la différence de Phypotjénufe & de 



Digitized 



by Google 



^PH E R IQUE. 6i 

Pautre coté^ cette analogie fera trouver la différence ou 
là fommc de la même hypoténufe & de l'autre côté. 

Problème III. 

153. Connoijfant un des angles fur Vhypoténufe avec 
lafomme ou la différence de Vhypoténufe & du côté ad^ 
jacent dans un triangle reSlangle, réfoudre ce même triangle. 

Solution. 

Puifque Pon a R : co/B : : tang BC : f^ngAB(n®. 1 3 y); 
on a auffi addendo & detrahendo R + cofB : R — cofB : : 
tang BC -+- tang AB : tang BC — tang AB , ce qui de- 
vient par les n^ 77 & 88. R^ : cot'' 7 B , ou tâng { B : 
cotlB : ifin ( BC+ AB) :fin (BC— AB). C Q. F. T. 

PROBLEME IV. 

1/4. Connoiffant Vhypoténufe Gr lafomme ou la diffé^, 
rence des angles fur Vhypoténufe^trouver ces mêmes angles. 

Solution. 

Parle n®. 159, on a R : cofBC : : tangB : cot C, 
ce qui donne en opérant comme au dernier problême , 
R" : tang^ {BC:: co/(B +C ) : cof(B—C) d où fuit 
la folution demandée. Et ^ les deux angles font égaux , 
on aura tang"" ^ BC : R': : R : C0/2B. C. Q. F. T. 

P R G BX E M E V. . 

lyy. Connoiffant dans deux triangles BAC, BDG qui 
ont un angle commun , les côtés AC, DG oppofés à cet 
angle avec lafomme ou la différence des hypoténufes , dé" 
terminer ces triangles, (fig. 14.). 

Solution. 

Puîfque Pon a fin DG :Jïn AC : :fin BG: fin BC ; 
on aura auflî addendo & detrahendo fin DG -+- jÇn AC : 
finHG ^fm AC ; ; fm BG ^fin BC :> BG ^ 
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ffiBC Donc on aura (n<».p^) tang ^PG+AC\ .^^^ 

(EizAC) : : tang (Ë£±5Ç) : tangQ^^); d'où il 

cft aifé de réfoudre le problême , puifque Pon aura tou- 
jours trois termes de connus dans cette proportion. 
C.Q.F.T. 

Problème VI. 

1^6* Suppofant toujours deux triangles qui ont nnangle 
commun , & que Von connoît les côtés oppofés à set angle 
avec la différence ou lafomme des côtés adjacents^ détermir 
net chacun de ces triangles. 

Solution; 

Puifque l'on a tang DG : tang AC : : fin BD : jîn BA; 
on aura auffi tang \^G -+- tang AC : tang DG — tang 
AC:: fin BD +> BA : fin BD — > BA. D'où 
l'on tire par des fubftitutions femblables aux précéden- 
tesfin (DG H- AC) : Jin ( DG — AC) : : tang 

l^El):tangÇ^yC.(l.F.T. 
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TROISIEME SECTION, 

De la Réfolmion de s Triangles /j?henques 
obliquanglei^ 

Théo reme I. 

I5'7. JLJ A N s un triangle fphérique quelconque BAC, 
lesjînus des angles font entr^ux comme les Jînus des côtés 
qui leur font o^pofés. ( fig. ly), 

DÉMONS TRATION. 

D'un angle quelconque A du triangle fphérique BAC 
foit abaiffé Parc AD perpendiculaire à la bafe BC. Cela 
pofé dans chaque triangle reAangle B AD , CAD on aura 
(n^ i34).R;7z7zAB:://iB:7z/iAD.EtR:7?nAC:: 
JînCiJîn AD. D'oà l'on tire fur le champ Jin AB x 
Jin B =fîn AC xfin C , ce qui donne la proportion 

SinB:fmC::finAB:JinAC.a(l.F.T.^ 

Définitions. 

ly 8. Les angles B AD, CAD (fig. ly ) que forment 
les côtés AB , AC de Tangle BAC avec la perpendicu- 
laire , feront n^c^mmés les Segments de V angle vertical ^ 
foit que la perpendiculaire tombe en dedans, foit qu'elle 
tombe au dehors du triangle BAC. 

Seconde. De même les parties BD & DC du côté 
BC comprifes entre les points B & C , & le point D oà 
ce côté eft rencontré par la perpendiculaire AD , fe 
nommeront les Segments de la bafe ; foit que cette bafe 
foit prolongée ou non. 

Troifieme. Si l'on confidere les fegments BAD, 
CAD de l'angle BAC, les côtes AB, AC du même 
iingle feront Jiommées Parties adjacenfês, parce qu'elles 
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le font en effet. Et les angles B & C fur la bafe BC 
feront des Parties féparéesyï czuk qu'en effet il fe trouve 
entre ces angles & les fegments les côtés BA& CA. 

Quatrième. Si l'on confîdere les fegments BD & CD 
de la bafè , les angles B & C feront les parties adjacen^ 
tes y & les côtés BA & CA ferçnt nommés parties fé- 
parées à Tégard des mêmes fegments de la bafe. Cela 
pofé , il fera facile de retenir les deux parties du Théo- 
rème fuivant. 

Théorème^ 

I yp. Si d'un angle A quelconque d'un triangle fphc- 
rique BAC on abaifle une perpendiculaire AD fur le 
côté BC prolongé : s'il eft neceffaire, on aura toujours, 

lo. Lesjînus des fegments de V angle comme les connus 
des parties féparées ; Gr les cojînus des mêmes fegments 
comme les cotangentes des parties adjacentes. 

2^. Lesfinus des fegments de la bafe ^ comme les cotan^ 
gentes des parties adjacentes; Gr les cofinus desfegmerus de 
la même bafe comme les cojînus des parties féparées. 

Ufaut donc prouver i®, que fin RAD :fin CAD : ; cofB : cofC. 

2**. que co/BAD : cof CAD: : cot ABicot AC, 
3®, que fin BD : fin CD : : cof B: cot C. 
4°. que cof BD : cof CD : : cof AB : cof AC. 

Démonstration. 

Dans le triangle reélangle BDA on aura par le Théo- 
rème IV. 

R : cof AD : :fin BAD : cofB, & le triangle reélan- 
gle CDÀ donne auflî par le même ( n°. ) 

R : cof AD : :fm CAD ; co/C, donc i^ Jîn BAD : 
finCAD ::cofB:cofC. 

2^. Les mêmes triangks donneront encore par le 
fécond Théorème. 

R : cof BAD : : cot AD : cot BA ; & R : cof CAD : : 
cot AD : cot CA. Donc puifque ces deux proportions 
ont les mêmes antécédents^on aura co/BADrco/CAD: : 
cot AB : cot ACt 3^ Les 
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3^. Les mêmes triangles donneront cncofe par le 

Théorème V, les deux proportions fuivantes. Savoir pour 

BDA; R:/72BD: rcorAD : c(?r B; & pour CDA, 



O O 1^ U T I O N. 



Des extrémités A , B de l'arc AB foîent menés au 
centre G les rayons G A & GB.Par le même centre G 

E 
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qui eft auffi celui de la fphere , foit conçu un plan ou 
grand cercle rDRo perpendiculaire au plan ARar , dont 
la commune feftion Rr avec le plan de ce même cercle, 
foit perpendiculaire au rayon ÂG ; enfin foit prolongé 
l^arc AC jufqu'à ce qu'il rencontre la circonférence 
rDRo dans un point D duquel foit encore menée au 
centre G la ligne DG & la ligne Di perpendiculaire au 
diamètre Rr, 

Cela pofé , il eft évident que Pângle DGR eft le même 
•que l'angle BAG formé par la rencontre des plans BAG, 
CAGj puifque les lignes DG, RG font toutes deux 
perpendiculaires à nnterfeélion commune AGj & l'angle 
DGr eft égal au fupplément du même angle BAC. Il 
n'eft pas moins vifible que fi par le point C , on mené 
une ligne Ce perpendiculaire au même plan ARar , le 
point c fera la projeftion de l'angle C ; & fi par cette 
ligné Ce Von fait pâfler un plan ICL parallèle au plan 
rDRo, Pinterfeftiort lÀ de ce petit cercle avec le 
grand cercle ARar fera encore perpendiculaire au rayon 
AG , & déterminera des arcs AL , Al égaux à Parc AG; 
& la projeélion du point C fe trouvera dans un point de 
cette ligne. Elle fe trouvera auflî par la même raifon dans 
une ligne F/ qui feroît Pinterfet£tion du grand cercle 
AR^r, & d'un petit cercle /CF perpendiculaire au plan 
de ce même grand cercle , laquelle ligne F/ feroit auflî 
perpendiculaire au rayon BG, & donneroit chacun des 
arcs BF, B/ égal à l'arc BC D'où l'on voit furie champ 
comment on peut déterminer la projeftion de Pangle G 

Sar l'întérfedion commune des lignes L/, F/ fur le plan 
u cercle ABR^ ; & par la connoiflknce des trois c^tés 
-du triangle BAC, C Q. F. T. & D. 

Corollaire !• 

'I(?2. Les triangles D<^G, CcH reftangles étant 1cm- 
Tîlables à caufe dès lignes parallèles dont ils font formés , 
xm aura DG : CH ou rG : IH : : dG : cHi c'eft-à-idire, 
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R : cp/BAC : : Jîn AC : cH. D'ailleurs comme on 
auroît la même proportion pour tous les points projettes 
de l'arc AC, il s'enfuit que la projeftion de ce même arc 
fur le plan du cercle ABRr eÔ une ellipfe dont AG eft 
le demi-grand axe, &iG le demi- petit axe. 

Corollaire II. 

16^. Il fuit encore du dernier Corollaire que la 
projeâion ortographique d'un cercle quelconque , ou 
d'une portion de cercle , eft toujours une ellipfe ou une 
portion d'ellipfc , dont le demi-grand axe eft égal au 
finus total , èc le demi-petit axe eft ^gal au cofinus de 
l'angle que forment cmr'eux ces deux plans. 

S c H o L I E. 

ltJ4. Nous verrons dans le chapitre fuivant une théo- 
rie plus détaillée de la projeftion ortographique , de fes 
apjdications à la réfolution foit graphique , foit analy- 
tique de tous les cas des triangles ^hé-iques : ce que 
nous avons dît ki doit ^tre confidéré comme un lemme 
abfolument néceflaire pour inintelligence complette da 
Théorème fuivant , qui n'aura plus aucune difficulté, fî 
i'on a bien conçu les plans dont on a parlé dans la conft 
iruftion du dernier Problême. 

Théorème IIL 

16^. Dans un triangU fphérîque 'quelconque BAC , on 
4Mra toujours cette proportion : le produit des Jinus des 
-cités AB , AC d^un angle quelconque BAC , eft an 
produit desfinus des di£erences A^ chacun de ces côtés à ta 
demi'fomme des trois côtés; -comme le quarré du rayon, eft 
auquarréduftnusdelamoitiédeVangle. Ou ce qui re* 

vient au mtme^m ABxfin AC : £m(—^ — i— —- AC) 

^ fin (^^îli^Jt^ -. AB ):: R': fin^ UBAC ). 

Eij 
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CmJiruStion nécejfaire à la Démonjlration: 

Sur le plan du cercle ABRa (j?g. 17) foient prîç de 
part & d-autre du point A les arcs AL , Ai chacun égal 
a Tare AC ; & de même de part & d'autre du point B 
les arcs BF, B/ chacun égal à Parc BC; & foient tirées 
les cordes LI , F/ refpeélivem^nt perpendiculaires aux 
rayons GA & GB. Il eft évident , par ce qui a été dé- 
montré au problême précédent, queTinterfeélion C de 
ces cordes fera la proje6tion de l'angle C du triangle 
BAC. Il n'eft pas moins vifible par c^tte conftruâion 
que l'on aura BL= AC — AB , &Bi = AC-t- AB. 
On aura auflî LF = BF ou BC — AC -H AB, & If 
^ AB -H AC— .BC & L/= BC + AC — AB. De 
plrf , foit encore fait cette proportion HZ : CH : : Gr : 
,Gi; ou ce qui revient au même, foit prife furGr une 
partie Gi quatrième proportionnelle aux trois lignes 
Hi, CH & Gr , cette ligne fera le cofinus de l'angle 
BAC , comme on le voit dans la figure i ^. & par confé- 
quent,iipar le point ion élevé une droite Di perpen?- 
diculaire au rayon Gr, cette ligne déterminera l'angle 
RGD égal au même angle BAC , dont elle eft le finus. 
Enfin du point D aux extrémités du diamètre Rr foient 
tirées les cordes DR , Dr ; du centre G foient abaiffées 
fur ces cordes les perpendiculaires GS, Gj; & des points 
S, s foient encore menées les perpendiculaires SV , su 
au diamètre Rr; il eft vifible par cette conftruélion que 
RS eft le finus de la moitié d^ Fangle BAC , & rj eft 

fareillement le iînus de la moitié du fupplément , c'eft- 
-dire , le cofinus de la moite du même angle. Cela poCé, 
la démonûration n'a plus aucune difficulté. 

Démonstration. 

Dans le triangle reftiligne CLF , les finus des an- 
gles jetant entr'eux comme les moitiés des côtés qui 
leur font oppofés ; & de plus l'angle LCF étant vifible- 
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ment égal à Pangle AGB, fon fmus fera celui de Parc 
AB , & Pon aura cette proportion : Sin C ou Jîn AB : 
^n F : : ^LF : ~ CL, Et à caufe des lignes proportion- 
nelles GR , HL ; G^ , CH, on aura HL : GR ; : ^ CL : 
,VR == Y R4; & parce que les lignes GR , RS , RV font 
en proportion continue, on a GR : VR : : GR^• RS^. 

Donc en multipliant ces trois proportions par ordre, 
& effaçant les termes communs aux antécédents & aux 
conféquentSjOn aura Jîn AB x HL :Jîn F : : | LF x GR*: 
RSS oujznABxHL:7?n Fx |LF: : GR* :RS*; 
mais HL = fin AC ; Jîn F = ^n ^ L A/ = Jîn 
/BG -4- AC^ABn - /BC4-AC-f-AB AT.^ j 
\r ——) =fin ( — AB; , & de 

mèmt {LF = fin {LKF =. fin C^S±J±ZJ^\==: ft^ 

/BC-4-AB-f-AC ^^N ^ ^ r,n*. "^ 

^ ^ AL.J. Donc en fubltituant ces va- 
leurs, la dernière proportion deviendra 7?^ ABx fin AC : 
■ ABC-t-AB-4-AC .-^N ^ /BCh-AC-hAB . ^v 

fin ^ ^^ ABjxJîn \ AC^:: 

R* :fin' iBAC. C. Q. F. D. 

Théorème IV. 

1&6. Suppofant la même conftruélion qu'au Théo- 
rème précédent, je dis que l'on aura encore cette ana- 
logie dans un triangle fphériqiie quelconque BAC, 

Le produit des Jinus des côtés AB, AC d'un angle 
quelconque , ejl au produit du Jînus de, la demi -fomme 
des deux côtés Sr du côté oppofé par le Jinus de la demi- 
différence des mêmes cotés autroijîeme , comme le quarré 
du rayon eji au quarré du cofinus de la moitié de V angle 
compris; c'eft-à-dire, que Ton aura 7?^ AB x/zn AC : 

^ AC-f-AB-+-BC ^ AB-hAC-.BC _, m^nr^ 
fin ^ xjin : : R' : cof- { BAC. 

Démonstration. 
Dans le triangle C //, les finus des angles font entre 
eux, comme les moitiés des côtés oppofés ; or U efl 

Eiij 
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vifible que Pangle en /a pour mefure la moitié de l*arc 
FDl qui eft le lupplément de la moitié de Pangle YAl, 
égal à lademi-fomme des trois cotés AC, AB, BC-. 
L'arc //eft vifiblement égal à AC -+• AB — BC; aînfi 
la moitié de fa corde fera le finus de la moitié de cet arc. 
Cela pofé , on aura , à caufe que les finus font comme les 
côtés oppofésjT^/i AB ijin / : : ^ (f : î Ci & par conftruc- 
tion HL : Gr : : Y CZ : wr = |: dr, & à caufe que les lignes 
Gr , ri , su font en proportion cont. Gr : wr : : G r^ : 
rs^. Donc en multipliant par ordre, on zwx^jin ABx 
HZ :fin f::i Ifx Gr* : rs^ ; ou bien fin AB x HZ : 
fin f x\lf :: Gr* : rs^, & en fubftituant les valeurs de 
chaque ligne. Sin AB x fin AC :fin AB-hAC+BC ^ 
//2Û5±A^z£?::R^ : cop {BAC. C. Q.F.D. 

Corollaire I. 
i6j. Donc fi l'on nomme s lafomme des trds cotés; 
a le côté oppoféà l'angle cherché, i & c les deux côtés 
qui comprennent Pangle cherché , on aura 

Jtn -^ angle= — -^ ^ * ^ -^ V* ^ ;& pareillement 

y^ fin b y. fin c. 

r^t^finisxfinqs^ 
V finbxfinc 

Corollaire IL 
I(Î8. Puifque Ton a (n\70) tang A =-^lA^, il 

coj A 

s'enfuit qu'on aura au flî pour la tangente du demi-angle 
tang 1 angle = — ■ ^ .^^ , ' ^ z=^ > , 

& cor. , angle = ' ^ :^* 
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COKOLJLAIKE III. 
^ ^ ./• « y o N /• A cofAxiJinA 

1 69. Pujfque l'on a ( vl. 72 )Jin 2A == — — ^ > 

îl s'enfuît auflî que l'on aura pour le fmus de l'angle en-* 
tîer JînA=s ^^ ^ Vpn^sy.fin {\ s-a) xjin (^s-b) xfin (jx-Q. 

*""*"" Jtn b X Jin p. 

Cette formule peut auflî fe trouver direélement par la 
Gomparaifon des triangles femblables l C/ ; LCF. La 

fcwrmule cof. aA = ^^ — ^^ — donneroit pour le cofinus 
cofA 
^ (ifin^s x fm (i S'a)--fin bxfinc)xr 

de rare entier eorA=^ T7r-i — r n ^^ r l^ r "^^^ 

V Jm^sxfin i~s-a)xjinbxjin c 
& divifant ces deux expreflîons l'une par l'autre , on au- 
roit une expreffion encore plus compliquée pour celle de 
la tangente de l'arc entier. 

Corollaire IV, 

170. Si les côtés qui comprennent Pangle cherché 
font égaux , on aura jm \ angle = > / r ^ — 

•^ ^ * ^ pn.b 

S C H G L I E. 

171. On voit par toutes les formules que nous ve- 
nons de déduire des deux derniers Théorèmes, pour- 
quoi Pon s'eft arrêté à chercher Pangle d'un triangle 
dont on connoît les trois côtés par le finus ou le cpfinus 
de fa moitié j puifque toutes les autres formules feroîent 
beaucoup plus difficiles à conftruire par les logarithmes. 
On peut cependant employer avec autant de facilité les 
formules que nous avons données pour les tangentes ou 
cotangentes de la moitié de l'angle cherché , puifque 
ces formules font à peu près auflî fimples que les deux au- 
tres. Ainfi Pon aura ^quatre moyens de réfoudre ce cas 
de Trigonométrie^ 

Eîv 
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Néper, Ougtredj Jones & plufieurs autres Mathéma- 
ticiens Anglois , pour conferver davantage l'analogie qui 
fe trouve entre les folutipns du cas que nous examinons 
par le fin us & le cofmus delà moitié de l'angle, ont 
donné des formulés un peu différentes des nôtres , quant 
à l'expreflîon. Comme elles peuvent fervir à les faire 
retenir , nous ajouterons ici ces mêmes formules. Soient 
fl & clés côtés qui contiennent l'angle cherché dont la 
fomme foit i & la différence d i 8c foit b le côté oppofé 
à ce même angle cherché , que Ton regardera comme 
la bafe. 

/^ r X 1 yy^ fin X fin 

On aura Jinus ^ angle = -^ ^ -* ^ 



y fin a y. fin c. 

& cojin. \ angle = ^ ^ -^ ^ ce qui donne 

V fin a X fine, 
rx^ fin X fm 

/^njri angle = — ^ =Ér 

yf^n—^y,f^n — 

Pour appliquer toutes ces formules à la trigonométrie 
redliligne , il n'y a qu^à faire attention que le fînus & la 
tangente fe confondent avec les côtés mêmes du triangle; 
& l'on aura en gardant toujours les mêmes- dénomina- 
tions pour les trois côtés du triangle , fin ^ angle 

= ~ — & coi rr anelc . ^ . . = 

V Tc ^ ' ^ 

-:=: & tan^. { angle = — ^- 

D'où l'on voit qu'en ajoutant aux logarithmes des fac- 
teurs des numérateurs de chaque fraélion les complé- 
ments arithmétiques des fafteurs de chaque dénomina- 
teur , & prenant la moitié de cette fomme,on aura, l'angle 
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cherché d'une manière bien plus lîmple que par les règles 
ordinaires de la Trigonométrie redliligne. 

On remarquera de plus que la formule trouvée pour le 
lînus de A,(n°. 1 6$) nous donne une propriété aflez remar- 
quable du triangle re<3iligne;fa voir que le finus d'un angle 
quelconque eft égal au double de la furface de ce trian- 
gle divifée par le produit des côtés qui comprennent 
l'angle cherché. Car on démontre dans tous les élé- 
ments de Géométrie que la furface d'un triangle = 
KTXx(ix*a)x(ix-^)x(ix-0 ce que devient le nu- 
mérateur de la formule que nous avons trouvé pour 
Jin A y lorfque le triangle eft reéliligne. 

Théorème V. 

172. Dans un triangle fphérique quelconque BAC dont 
on connoît les trois angles , on aura toujours cette analogie: 

Le produit des finus des angles fur un coté eft au pro^ 
duit des cofinus des différences de chacun de ces angles fur ce 
coté à la demi'fomme des trois angles , comme te quarré 
du rayon j eft au quarrè du cofinus de la moitié du côté 

cherché , c'eft-à-dire .finBxfin.C: cof ^4±5±9«b) 

xco/(^ï-t^-c): : R^ : co/^BC. Et encore 

cette autre analogie pour un côté quelconque. 

Le produit des finus des angles adjacents fur un côté 
eft au produit du cofinus de la demi-fomme de ces deux 
angles &* du troifieme, par le cofinus de la demi-différence 
de ces deux angles au troifieme^ comme le quarré du rayon^ 
eft au quarré du finus de la moitié du côté cherché : c'eft- 
à-dire , que l'on aura 

^ « ^ ■ ^/B-+-Ch-A\ ^/B-i-C-A\ 
Sin B xfin C : cof^ ^ J x cof\^ J : : 

K': fin' iBC. 

Démonstration. 

Dans le triangle DEF (fig* li*) dont toutes les 
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parties font fuppléments de celles du triangle BAC 

( n°. 13 1). On aura par le Théorème IV. 

SinEDxJîn EF t fin (^l±^±^ ^DFY ^ firt 
rDV -f- FE 4- DE _^\ _ ^ ^ * , -.^p 

Mais les arcs FD, FE font les fuppléments des an- 
gles B & C du triangle BAC, ainû leurs finusfont les 
mêmes que ceux des mêmes angles B & C. De même 
puifque le finus du demî-fupplément d'un angle ou d'ua 
arc eft égal au cofinus de cette moitié , on verra , en 
faifant les fubftitutions convenables au fécond terme , 

qu'il daviend,a.C./:(5±£±*-B)xc,/(5±-'ji^-cX 

Enfin PangleDFE étant fupplément du côté BC, fa moi- 
tié fera le complément de la moitié du même côté par la 
même raifon , & fon finus deviendra le cofinus du demi- 
côté BC. Ainfi la proponion précédente fe changera 

en celle-ci, SinBxJînC : cof\ — B^ X co/I 

(i±i±£.c)::K^:co/^lBC CQ.F.i%D. 

a^. Dans le même triangle DEF, on aura par le cin-» 

quiemeThéorême /z72 FD xfinFEifin (5E±Ji±^) 

5<^„(EL±£Ll£E) : : R-: cof l DEF , failknt dans 

cette proportion les fubftitutions femblables à celles 
que nous avons fait dans la précédente , on la changera 
en celle - ci, 

Sin B xfm C :cof. C±Sl±^) x cofÇ^^): ^ 

R*:/n^iBC. CQ.F.2^I). 

Corollaire I. 

175. Donc fi l'on nomme s la fomme des trois an- 
gles d?un triangle ; ct^^^y ces trois angles;enfuppofant que 
les angles ^., y font adjacents au côté cherché 5 on aura 
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our la réfoludon de tous les 
gUs fphériques rectangles. 

is où les parties font ftparées de la moyenne , 
lier Théorème général de Nfper. ( n. 148). 



npe* cachés. 



ké don. 



Ixypot, 

g*, côté don. 



'n. hypot. 



>té don. 



ig. don. 
côté donné* 



ang. donné, 
igle donné 



ôté donné 



TLi È^ I ^" ^^ ^" Cherchées 
ÀMoremes. j fine moindres ^ 50", 



.A. 



27i.x./silc« 
t xné 



7%.i. 



côté don. 



.S. 



données fonc de 
même efpece* 



Idem, 



mr . < Si le côté donné eft 
• C moindre que po*'. 



id . 



.5 



• • ' « 



3%.x. 
Th. 4* 
Th.i. 



côté donné 



i«. 



3%. X. 



Douteux. 
Douteux. 
Douteux. 



mgle doxmé 

)tc don. xjîn. ang. don. S. Th. j. " 

:édon.Xf«2^,ang.don..J.3^.4.-r ^^ ^'^^^J' *^°^^ o^* 
I 00 T 1 momdre que 50®. 



Si les données font de 

même efpece. 
Si le côté donné efl. 

moindre que ^o^ 



hyp. X co/: angle don. iJ. Th.iA^^ ^'*nglc donné eft 

i aigu, 
p. xfin. angle don. S* . .Th. i./^' ^^* données font de 
. j , \ même efpece. 

^i^. ^. . . . 7*. 5. /Si l'hypotéoufe eft 
fin, hypot. ^ moindre que po®. 

côtéoppofi^^^ ^ ^ 31.4./$! le côté oppoft eft 
lé adjacent. (, aigu. 



:otang. ang. don. A Th. y<^i 1« <ionné« ^nt de 

^ 5» même efpece. 

ISl^, s. . . Th.}.} Si l'angle oppoft eft 
adjacent. ^ aigu* 



mg. cotangi 

angl( 

ang. 
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glesfphériques obliquangles. 



jment de l'angle ou du côte divifé par la perpendicu- 
trs du Terme demandé. 



)nt enjeux comme les fin, des côtes oppofiês. 

te = cof, angle adj. X tang. côte donné, 
eg. X tâJig, ang. adj. à ce côte donné 



l-. ang. opp. au même côté donné 

= cofin. côté don. X tang» angle adj. 

j fin. I feg, X cof. ang. opp. au côte don. 

^^ë' = 7 ; — T TT-j 

^ cof. angle adj. au cote don. 

X encr'eux comme ceux des angles oppof^s* 

:hé =: tang. angle don. X cof. côté adj. 

cof. I feg. X tang. côté don. adj. à Tan. don, 
ang. =- — — 



tang. côté opp* à. Tangle don. 
é = cof. angle don. X tang. côté adj. à cet angle. 
cof. I feg. X cof côté opp. i Tangle don. 

"^ cq/T côté adj. â l'angle don. 



iiv. =: cof. ang. don. X tang. côté opp. â Tant cherché. 
tang. angle don. xfin» I fegment 

fin. II fegment du côté divi(e. 
iv. = cq/: angle don. X tang. côté non coupé. 
:of. côté non coupé x cof II fegment 



co/l fegment du côté divifé . 



V. =cq/r côté don. X tang.zn^. opp. au côté cherché 
Mng-. côté don. x cof. I feg. angle divifé. 



cof. II feg*. du même angle. 
= cof. côté don. x tang. angle don. non divifé. 
:of. angle non divifé xfin.Il fegment. 



fin. I fegment de Tangle divifc. 



snts â l'angle cherché. 

l/^fin,hxfin.c 
jijacents au côté cher ché. 

ï/>n.j8X^n.r 
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les formules fuivantes. Sin { côté = J> ^^ j — / 

€of I coté cherché = r x Kcp/Çj^f ~^) x cof^(s^) 

l/'jin fix/my» 

tangi r^té=~ ^ — ^> Ontrouveroit 

aîfement des formules pour les fînus & cofînus , tan- 
gentes oucotangentes du côté cherché tout entier; mais 
ces expreflîons étant plu» compliquées que celles - ci , 
il feroit inutile de s'y arrêter davantage* 

Corollaire IL 

174^ Dans le cas où les deux angles fur le côté 
cherché feroient égaux , on auroit par la première partie 
du Théorème fin' B : cop ^ A : : R^ : cof ^ BC , & en 

tirant les racines cof^BC = / ' .La féconde par- 
•' jinB ^ 

tie donneront une formule moins fimple que la première. 

S c H G L I E. 

17J. Ces Théorèmes renferment la (blutîon de tous 
les cas poilibles des triangles fphériques obliquangles ^ 
comme îl fera aifé de s'en convaincre à Pinfpeftion de 
la féconde table, fur laquelle nous avons réunies toutes 
ces folutions. Pour donner néanmoins à cette partie 
toute rétendue dont elle peut être fufceptible ; nous 
ajouterons encore la feftion fuivante , dans laquelle on 
trouvera plufieurs Théorèmes généraux très-intéreflants^ 
& particulièrement les fameufes analogies de Néper, dans 
lefquelles ce Géomètre avoir eu en vue de ramener la 
Trigonométrie fphérique aux mêmes analogies quelaTri-. 
gonométrie reftilîgne. En donnant à ces Théorèmes 
toute la généralité poflible , il fera facile d'obferver que 
les analogies de la Trigonométrie reâiligne ne font que 
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des cas particuliers de celles-ci ; auflî nous aurons foin de 
les déduire chacune en particulier par de fimples Corollai- 
res. Il eft étonnant que la plupart des Auteurs Trigo- 
nométriques niaient fait aucune mention de ces ana- 
logies : d'autres les ont données fans démonftration , & 
M. Volfcn particulier les a défigurées, en leur fubftituant 
des proportion^ qui ne font pas celles de Néper. Ces ana- 
logies pourront encore être très - utiles , en ce qu'elles 
contribueront à retenir aifément les folutions de tous les 
cas poflîbles des triangles obliquangles , foit fphériqucs 
foit reclilignes. 



SECTION QUATRIEME. 

Dimonjîratîon des Analogies de Néper , & des 

autres Analogies moins communes des Triangles 

fpkériques & reâilignes^ 

Théorème I, 

i?^- ^ I d'un angle quelconque A d'un triangle fphé- 

rique obliquangle BAC , ( fig. i y. ) on abaifle une per* 

pendiculaïre AD fur la bafe BC prolongée ^ s'il eft né- 

ceflaire , on aura toujours cette analogie j 

La tangente de la moitié de la bafe eft à la tan^ 

gente de la demi-fomme des côtés ^ comme la tangente de la 

demi' différence des mîmes cotés , eft à la tangente de la 

demi - différence ou de la demi-fomme des fegments de la 

bafe fermés par la perpendiculaire ; fuivant qu'elle tombe 

au dedans ou au dehors du triangle , c'eft-à-dire , que 

1, ,or- AB-f-AC AB-AC . 
Ton aura tang [ BC : tang ; : tang ' — • 

BD4: DC ^ * 

tang • 
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Dém onstrati on. 

^ L'on a vu (art. 152), que l'on a co/BD.: cefCD : : 
cofAB : cofAC , donc on aura auflî addenda & detra- 
hendo , C0/BD-+-C0/CD : co/BD— co/CD : : co/AB-+. 
ico/AC : co/AB— co/AC. Mais (n». 10 1.) co/^BD -h 
co/ CD : co/BD— co/CD: : cor (BD-CP) . 

V, & par la même raifon cofAB -+- cofAC : 

*o/AB-co/AC : : cor (àtL^S) : tang (ùtï^). 

Donc puîfque les premiers rapports de ces deux pro- 
portions font égaux, les féconds le feront auflî, & don- 

/BD-^CD\ /BD-hCDN 
neront cette proportion cot\ J :tang\ J: : 

/AB-AC\ /AB4-AC\ ^ 
^^^ V — l — / • ^^^g\ 1 — J. Ce qui donne pour le 

produit ^es extrêmes & des moyens, après avoir fubfti- 

tué les tangentes aux cotàngentes '^^Sd^^-^i^C') 

tang (lBD4-iCD) tang (i:BD ^ i CD ) ^ 

tang{i AB^^ACy 

Si la perpendiculaire tombe au dedans du triangle 
BD-f-GD BC^ ^ „ . j, BD^CD 
' = — & fi elle tombe au dehors —_i: 

z z X — 

B C 
-^ ; fubftituant ces différentes exprefl[îons félon le cas 

qui doit avoir lieu ; la dernière égalité réduite en pro- 
portion donnera 
Tmgi BC : .ang (*±tiÇ) : : ,^g (iîlAÇ^ _. 

«„g(SE±££).c.Q.f.à ^ ' ^ 

Se HO LIE. 

177. On voit aifément qu'en fuppofant le triangle 
reftiligne ; comme alors les tangentes fe confondent 
avec les côtés, on aura cette proportion: 
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La bafe du triangle ejl à la fomme des deux cètés ; 
comme la différence des mêmes côtés ejl à la différence ou à 
la fomme des fegments formés par la perpendiculaire 
^aiffée fur tette bafe , félon que cette perpendiculaire 
combe au dedans ou au dehors du triangle. 

On voit de plus que pour les triangles fpWriques ou 
reflilignes, cette formule a lieu dans le cas où Pon con- 
noît les trois côtés , en réduifant d'abord le triangle en 
deux triangles reftangles dans chacun defquels on con- 
noîtra , outre l'angle droit , Phypoténufe &un coté. Mais 
les formules des art. i6j & 166 doivent toujours être 
préférées dans ces cas, foit pour les triangles fphériques 
foit pour Jes triangles reftilignes , parce qu'elles fc 
conifa-uifent encore plus aifément* 

Théorème IL 

Ï78. Suppofant toujours que d'un angle quelconque 
A d'un triangle fphérique BAC , l'on ait abaifle une 
perpendiculaire AD , je dis que Ton aura toujours les 
deux proportions fuivantes: (y?g. ly.) 

1®. Lejînusde la fomme des angles fur un côté ejl au 
Jînus de leur différence , comme la tangente ou cotangente 
du dtmi'CÔté adjacent à ces angles ejl à la tangente de la 
demi-différence j ou à la cotangente de la demi-fomme des 
fegments fermés par cette perpendiculaire ; c'eft-à-dirc , 
que l'on aura cette analogie. 

Jïn (B 4. C) : fin (B— C) : : tang ou cot \ ^BC t 

tang ou cotang ^ — 31 — j • 

qP. Le Jînus de la fomme des c&tés ejl au jînus de leur 
différence , comme la cotangente du demi-angle compris 
entre ces côtés ejl à la tangente de la demi-fomme, ou de 
la demi" différence des fegments de cet angle ; c'eft-à-dire , 
que l'on aura^mC AB+AC ) r^m ( AB— . AC ): : 
rotang { BAC : tang ( { BADip f CAD> 
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Démonstration, 

Dans le triangle BAC l'on a < n^. lyp. art. 3**. ) 
^ang B ; tang C : : Jîn CD ://i BD ; donc on aura ad^ 
-dendo Scdetrahendoy tang B^tang C : tang B—tang C:c 
Jîn CD^'Jîn BD :Jîn CD — //z BD ; mais le premier 
rapport eft égal à celui de /n ( B -H C ) kjîn ( B — C) 
{n^. 88), & le fécond rapport eft égal à celui de rang 

1^ — J a tang [^ J (^^<p<5> Donc en 

.fubftîtuant ces rapports aux précédents , & mettant 
tang { BC à la place de tang (?£±^) , lorfque la per- 
pendiculaire tombe au dedans, & tang - BC à la place 
, /BD - CD\ 
de tang \^ ^ — j , lorfqu'elle tombe au dehors ;. Pou 

aura pour les deux cas. Si72(B-+-C) : /z/î(B~C):: 

yiTjr^s /BD-CD\ /BD-hCD^ 
tang{±BCyjang[—-^^)::tang{^ r^J:tang(iBC) 

: icotiBCicot (^^Y^) CQ.F. 10. D. 

ùP. Dans le même triangle on aura encore par le fé- 
cond article du même n°. lyp ) tang AB : tang AC : : 
€o/CAD : cof BAD ; donc addenda 8c detrahendo 
tang AB H- tang AC : tang AB — tang AC : ; cof CAD 
*+-co/BAD : c^y^CAD — co/BAD, mais (art.piS) 
le premier rapport eft égal à celui de Jîn ( AB-+- AC ) 
à> (AB~AC) &(n^ lOî.) le fécond eft égal à celui 
■ /BAD-CAD\, /BAD-hCAD\ ^ 
^ûei:ot [^ J a tang\^ ^ }. Doncenfub- 

ftituant ces rapports aux précédents, & mettant ^ BAC 
,, , - BAD-f-CAD , ^ , , , 

a la place de -^ , lorfque la perpendiculaire 

tombe au dedans du triancle , & î BAC à la place de 

BAD-CAD , r y . 

1 ; lorfqu elle tombe au dehors^on aura pour les; 

d^ux cas : 
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Sin (AB -I- AC) : /;t C AB - AC) i i c(^t \ BAC : tang 
CiBAD+f CAD). C.Q.F.z^'.D. 

S C H O L I E. 

17p. On voit aifément que la première partie du 
Théorème fert à réfoudre un triangle fphérique , dans 
lequel on connoît un côté & les deux angles adjacents ; 
en le réduifant d'abord à deux triangles reâangles dans 
chacun defquels on connoîtra un côté & Pangle adjacent. 

Cette première partie fervîroit au même ufàge dans 
un triangle reâiligne ; mais elle devient inutile pour la 
réfolution des côtés du triangle qui fe trouvent plus ai- 
fément par l'analogie connue entre les fînus des angles 
& les côtés oppofés. Le feul cas où ce Théorème peut 
êtred'ufage dans la Trigonométrie reâiligne, feroit ce- 
lui où Pon voudroit trouver les fegments de la bafe. En 
fuppofant que cette bafe eft connue & les deux angles 
adjacents; alors pour avoir les fegments de la bafe, on 
feroit cette analogie. Lejînus de lafommt des angles fur 
cette bafe eft aufinus de leur différence^ comme la moitié 
de la bafe eft à la demi-différence ou à la demi- fomme des 
fegments de cette bafe , félon que la perpendiculaire tombe 
au dedans ou au dehors. 

La féconde partie du même Théorème a lieu dans le 
cas où l'on connoît deux côtés & l'angle compris; & fert 
encore à réfoudre le triangle en deux triangles reélan- 
gles , dans chacun defquels on connoîtra l'hypoténufe & 
l'angle adjacent. Ce même cas peutauflî s'appliquer au 
cas femblable des triangles redîilignes , & fait trouver 
les fegments de l'angle vertical , en fubftituant AB -h 
AC & AB — ^^ AC au fînus de ces mêmes quantités, La 
règle ordinaire n'eft guerês plus fimpleque celle-ci. 

Théorème II L 

1 80. Je dis de plus que l'on aura toujours les deux 
proportions fuivantes dans un triangle fphérique quel- 
conque BAC% ,1^. Le 
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l*** Le Jlnus de la demi-fomme des côtés ejl au Jînus 
Àè leur demi " différence f comme la tangente du demi- 
côté adjacent à ces angles ejl à la tangente de la demi^ 
différence des côtés oppofés , ou, ce qui revient au même , 

f^Q~r ) • ^'^ ^"T") • • ^^^Sr^C : tang(J^^). 
2,^. Le cojînus de la demi -fomme des angles fur un 
cité ejl au cojînus de la demi - différence des mimes 
angles , comme la tangente du demi - côté adjacent ejl à 
la tangente de la demi -fomme des côtés ou bien 

cofK—^J-cofK,—^) : : tang {BC : tang{^—^ — ;.. 

Démonstration. 
Nous avons vu au Théorème fécond que Jîn (C-+-B): 
/n ( C~B ) : : tang iBC : tang (!£r£P). Maïs C-hB 

^^(^)&cC—B=K^). D'ailleurs par la for- 
mule fin 2A=JînAx2cofA (n^.ya) on aura//! (C-j-B) 
= 2jîn ( "^ --} X co/( "^ J f & de même pour//r 

de C — B , ce qui changera notre première proportion 
dans la fuivante , après avoir divifé le premier rapport 

par :^ ;fin (^«) x cof (9±.^) :fin (£=.«) x cof 
(£z?) : : tang ^BC : tang(^^S2). De plus à caufe 

que dans un triangle fphérique quelconque les fînus des 
angles font entr^cux comme les fînus des côtés oppofés j^ 
on znvzjin C :Jin B : :fin AB :Jin AC; donc addendo & 
detrahendo Jîn C^ JînB: JinC '^—Jîn B : :Jîn AB -+• 
JînACiJînAB — fin AC. Préfentement fi Ton fubfti- 
tue à ces rapports leurs égaux indiqués aux art. ^2 , p3 
&^6, la proportion deviendra celle-ci. 
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Multipliant cette proportion par celle que nous avons 
trouvée plus haut , on trouvera après avoir efBicé ce 
qui fe détruit. 

Sin'(!^i±^) : fin' (^) : : tang i BC x tang 

(^£): tang (Eb^P) ^ ,ang (^^Cj. Enfin fi 
Ton multiplie les antécédents de la portion alterne du 

— Z"—!:' )&les conféquents 
par tang \ ^ J, on trouvera cette aerniere pro- 
portion tang i BC X wng(û£±^).: w„gx (?^1^ ) 

X tang(^y : tang^ (A2±J^)::,.„g<2£^). 

Donc puîfque cette proportion & Pavant dernière ont 
un même rapport ; en concluant du premier au dernier,on 
trouvera cette analogie. 

Sm«(£±l) :>^(^«) : : tang^ (A^t^): 

wng^ClElSiH); & tirant les racines >(^:tJ):/B 

(C-B\ /AB-f-ACN /BD-ADN , 

-—) : : tang {ù^ h) : tang {——) : : tang i 

CAB — AC\ 
— -1^— y , par le même Théorème premier, 

id'où fuit évidemment la vérité de la première partie 
du Théorème. 

On pi;oiiivçroit par un calcul f*emblable que cof 
I^ute Tadreilât du calcul fe réduiroit à difpofer les deux 
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proportions que nous avons multipliées Pune par l'autre, 
àe manière qu'on eût les quarrés descofinus des quantités 
e -+- B & G — B. Ce qui ne fouffre aucune difficulté , 
d'où fuit la vérité du fameux Théorème de Néper dans 
l'un & l'autre cas. C. Q. F. D. 

S c H o L I E* 

1 8 1. Il eft aîfé de voir que ce Théorème fert à trou- 
ver en même temps les deux côtés d'un triangle fphé- 
rique quelconque , dans lequel on connoît les deux an- 
'gles fur la bafe aufli connue. Il ferviroit pareillement à 
réfoudre le même cas de la Trigonométrie reftiligne , en 
fubftituant la bafe & la fomme> ou la différence des côtés, 
à la place des tangentes de ces quantités. On remar- 
quera de plus que notre démonftratîon amené encore 
deux Théorèmes qui méritent quelque attention. 

Le premier peut s'énoncer ainfi. 

Dans un triangle Jphérique quelconque , lejînus de la 
àemi-fomme des angles eft aujinus de leur demi^differencei 
comme la tangente de la demi-fomme des côtés oppofés eft 
à la tangente de la demi^différence desfegments de la bafe. 

Et le fécond par cette autre analogie. 

Le cofinus de la demi'ft)mme des angles fur la bafe eft 
au cofinus de la demi - différence des mêmes angles , 
comme la tangente de la demi-différence des côtés oppofés 
eft à la tangente de la demi-différence des mêmes fegments 
de la bafe. 

Il fuît encore du Théorème , & de ce que dans un 
triangle reftiligne la fomme des trois angles eft égale à 
deux droits , que Ton aura ces deux analogies générales. 

i^. Leftnus du demi-sangle vertical eft au cofinus de 
la demi-fomme ou de la demi^ différence des angles ; comme . 
la bafe ou le côté oppofé à"" cet angle eft à lad^erence ou A 
la fomme des deux autres côtés; ceft-à-dire qncfin 7 A : 

cof(^) : : BC : AB T AC 

Fij 
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2^. Le connus du demi-angle vertical ejl aujînus de 
la demi-fomme j ou de la demi-différence des angles op^ 
fofési comme la bafe eft à lafomme^ou à la différence des 

(C R\ 
);:BC: 

Enfin les deux analogies que nous a donné la démon- 
ftration de ce Théorème, donneront cette double analo- 
gie pour un triangle reâîligne quelconque , dans lequel 
on confidere les fegments de la bafe. 

Lafomme ou la différence des côtés eft à la différence 
des fegments de la bafe^ comme le cofinus ou leftnus du 
demi^angle x^ertical eft aufinus ou au cofinus de la demi'- 
différence des angles fur cette bafe ; c'eft-à-dire que l'oa 
aura 

AB ^2 AC : BD— CD : : cofo\ifin \ A : fin ou col > 

Théorème IV. 

182. Dans tout triangle fphérique BAC, on aura 
toujours ces deux analogies. 

i*^. Lefinus de la demi-fomme des côtés qui compren-- 
nent un angle , eft aufinus de leur demi'-différence , comme 
la cotangente de la moitié de V angle compris entre les côtés 
eft à la tangente de la demi-différence des deux autres an-^ ' 
gles ou 

Sin (èL±^} : fin (ùlz^): : cot{BAC : 

tang K-j-J^ 

2?. Le cofinus de la demi-fomme des côtés eft au cofinus 
de leur demi-différence , comme la cotangente du demi^ 
angle compris entre les côtés eft" à la tangente de la demi-* 
fomme des angles oppofés ; c'eft-à-dire que 
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Démonstration. 

Dans le triangle DEF dont toutes les parties font 
fupplément de celles du triangle BAC , on aura par le 

Théorème précédent^^ ( "^ } : Jîn (-^) : : tang^ 
DE : tcuig (^ J. Pour découvrir ce que cette ana- 
logie devient au triangle BAC ; foietit a Se b deux arcs 
de cercle qui repréfenteront , fi l'on veut, les angles 
E & D; & foit 2r =1 80°. Les fuppléments de ces angles 
a Scb feront 2r — a & 2r — fe ; & la demi - fomme de 

ces fuppléments fera 2r -^j1— . — , c'eft- à- dire , le 
fupplément de la demi- fomme de ces angles^ & b. Donc 
fin (^±Ry=.fin 0tt^y On fera voir de même 

q\xeJînÇ.JL^J = /In Q — I — ) ; enfin parce que 

tang |. fupplément = tang complément dé la moirié , 

PD — PF 
on aura tang j DE =5 cot { BAC> & tang — I — =s 

„ -^^. C. Q.F.i'.D. 

L^on démontreroît pr écifément de la même manière 
que la proportion cof (— lt__J r cof (-1— ) : : tang \ 
DE : tang \ } fe changeroit pareillement en cel- 
le-ci C()/(^^I±^):co/^^!j1^ icot { BAC : tang 
(^±1).C.Q..F.2\D. 

S C H O L I E. 

183. On voit à la feule infpeftion de ces deux 
analogies qu'elles fervent à trouver en même temps les 
deux angles d'un triangle fphérique quelconque , dans 
lequel on connoît les deux côtés & l'angle compris, Oa 

Fiij 
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voit de plus que la première analogie appliquée aux 
triangles reftilignes dans le cas femblable> donne l'ana- 
logie ordinaire. 

Lafomme des côtés ejl à leur différence , comme la tan- 
gente du demi-angle compris entre ces cotés ejl à la tan-- 
gente de la demi- différence des angles oppofés. Enfin l'on 
voit auffi que la féconde analogie n^a pas lieu dans les 
triangles reûilignes , parce que cot \^ BAC devient égale 

à tang ( — •■^—•/^ ^ caufèque dans ces triangles la fommc 

des trois angles vaut néceifaîrement deux angles droits ;. 
ce qui ne peut avoir lieu pour les triangles fphériques. On 
jpourroit encore ajouter ici des Théorèmes femblables à 
ceux qui font énoncés dans les analc^es du dernier 
Scholie ; je laiife aux Commençants le phuifu: de les trour 
ver eux-mêmes. 



Uigitized 



by Google 



Je tous les cas pojfibles des Triangles 
iquangles. 

démontrées page y 6 &fuiv. 



Page 85 



Valeurs du Terme demandé. 



___ cet. |- angle donné xfin. •> difi^r. des côtés donnés 

fin, demi-fomme des mêmes côtés 
cor. ~ angle X cof. demi-difierence des côtés 

cof. demi-fomme des côtés 
es finus des côtés : : Icsfinus des angles oppofés. 



inalogie commune ; 

ïmts des angles opposés. 

ang« demi-difiér.des angles Xj&i* demi-fom. côtés donnés 



fin, demi-difiérence des côtés donnés 
;les opp. aux côtés donn.X cof. demi-fom. des côtés donn. 



. demi-di£férence des mêmes côtés donnés. 



tang. 7 côté donné xfin. \ di£Fér. des angles donnés 
fin. 7 fomme des angles donnés 
_g<wg.f côté donné X cof.^ diflSr. des angles donnés 

cof 7 fomme des angles donnés 
les ;^jiiis des angles : : les iiimi des côtés oppofés. 



analogie commune; 

côtés oppoles. 

jfom. angles op. aux côtés don.Xrtfn^^fdîff. côtés donnés 



Sét. des angles oppofés aux côtés donnés 



fin. I diftér. ang. opp. aux côtés donnés 
s oppofés aux côtés donnés X tang. f fomme des côtés 



ilaire fur le côté adjacent â l'angle cherché. 

tang. I fomme X tang. 7 différ. côtés 



1} 



feg. adj. X cotang. côté adjacent. 



m angle quelconque du triangle , dont toutes tes parties 
lies du Triangle dont les prois angles font donnés. 
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CHAPITRE TROISIEME, 

De la Réfolution Graphique ou Qéomé^ 

trique des Triangles fphériques 

quelconques. 



Obfervationfur la nature de ces Solutions. 

i84,jLrfEs GéoMETRES fôtit ofdînafîfement peu de 
cas des Solutions Graphiques ou Géométriques , fur- 
tout depuis Pinventîon des Logarithmes ; attendu la fim- 
plicitë dont les folutions numériques font devenues fuf- 
ceptiblcs par ce moyet! ^ & qtf ôri obtient d'ailleurs une 
précifion beaucoup plus grande ; parce que dans les 
conftruélions dont nous parlons , cette précifion dépend 
à la fois de Padreffe de celui qui conftryit, Çc de la bonté 
des inftruments avec lefquels il opère. Paurois donc 
fupprimé cette partie fans les confidérations fuivantès. 

i®. Les folutions Géométriques quoique peu exaftés 
pour les raifons qu'on vient d'expofer , n'en font pas 
moins rigoureufes aux yeux de refprit,étant appuyées fur 
les vérités les plus connues de la Géométrie. 2*". Il cft 
des cas oà l'on n'a pas befoîn de toute la précifion du 
calcul; comme lorfqu'il s'agit d'orienter un plan ou une 
allée par quelques obfervations faites à la hâte , ce qui 
peut avoir lieu affez fou vent dans la Gnomonique , pour 
fe guider à une opération plus parfaite ; ces opérations 
étant d'ailleurs très-commodes par la facilité de les pra- 
tiquer. 3^. Il y a dans FAftronomîe des Théories fon- 
dées fur ces folutions : on peut les employer avec fuccès 
ians certaines pratiques du pilotage. Enfin elles peuvent 

F iv 
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guider dans un calcul où l'on craindroit de fe tromper J 
& fi 1 on y applique l'analyfe algébrique , on^couvre un 
très-grand nombre de nouvelles folutions qui écUirent 
cette partie , & conduifent à des folutions très-élégantes 
d'Aftronomie pratique , lefquelles feroient devenues très- 
compliquées par d'autres méthodes; comme nous tâche* 
rons de le prouver par des applications à différents Pro- 
blêmes. Ces formules comparées avec les folutions fyn- 
thétiqiies font voir des différences remarquables entre 
la fynthefe & l'analyfe ; elles fervent à exercer les Com- 
mençants fur cette partie , en leur donnant le moyen de 
trouver des folutions déduites des confidérations Géomé- 
triques. J'ajouterai encore que ces formules fe trouvent 
démontrées d'une manière bien plus fimple & bien phis 
élégante , lorfque les calculs font appuyés fur une conf- 
trucàion Géométrique que par des fubftitutions purement 
. algébriques ; ce que l'on reconnoîtra aifément , fi l'on 
compare mes folutions avec celles que M. de la Caille 
a donné des mêmes formules. 

Problème I. 

i8j. Connoijfant Us deux côtés AB, AC(fîg. 17^) 
d'un triangle fphérique BAC & V angle A qu'ils corn-' 
prennent ; trouver i^, un des angles fur la bafe ; 2^, cette 
bafe ou le troijieme côté BC. 

Solution. 

Sur le plan du cercle ABRDr(iîg. 17) foît pris l'arc AB 
(égal à l'un des côtés donnés de l'angle BAC; & foient 
tirés au centre G les rayons AG & BG,par lequel foit en- 
core mené le diamètre rGR perpendiculaire au rayon 
AG ; foient auflî pris de part & d'autre du point A les 
arcs AL , Al chacun égal au côté donné AC,& foit tirée 
par les extrémités de ces arcs la corde Li. Soit de plus 
fait au centre G l'angle DGR égal à l'angle donné BAC; 
enfin ayant abaiffé du point D la perpendiculaire Di.au 
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Hiametre Rr, (î l'on prend CH quatrième proportion- 
«elle; aux lignes rG , dG , /H , le point G fera , comme 
on Ta vu (n^ i^i ) la projeûion de l'angle C. Cela 
pofé, pour avoir l'un des angles, B par exemple; du point 
trouvé C on mènera au rayon GB la perpendiculaire 
/CXF; enfuite ayant mené le diamètre MGm perpen- 
diculaire au rayon GB, Pon fera X/: XC : : GM : Gn ; 
par le point n ainfi déterminé, l'on mènera la ligne nN 
perpendiculaire à GM& terminée à la circonférence en N, 
l'arc MN fera la mefure de Tangle B. L'angle, C fe 
trouveroit, par une opération abfolument femblable , en 
prenant AC fur le plan du cercle ABKa au lieu de l'arc 
AB. C. Q. F. i^ T. 

2^. Pour avoir le troifieme côté BC , il eft vifible 
qu'il eft égal à l'un des arcs BF ou Bf ; puifque les 
arcs B/, BC , BF font tous d'un même nombre de degrés 
étant tous compris entre le même point B & un petit 
cercle perpendiculaire au rayon GB. C Q, F. 2P. T. 

Premier Scholie. 

i85. La démonftration de cette conftruftion eft une 
fuite évidente delà nature de laprojeélion dont on fefert 
ici, & que nous avons déjà expliqué au n^.i5i. Sï Ton 
ne veut pas recommencer l'opération pour trouver l'an- 
gle C, on pourra le découvrir aifément de la manière fui- 
vante que nous ne ferons qu'indiquer , pour ne point 
trop multiplier les figures. Par les extrémités L, F des 
arcs AL , BF refpedlivement égaux aux côtés AC & 
BC, Ton mènera les tangentes de ces arcs terminées aux 
rayons AG & BG prolongés autant qu'il fera néceflaire. 
De ces points comme centre avec les mêmes tangentes 
comme rayons, l'on décrira deux arcs de cercle qui fe 
couperont en un point duquel on tirera à ces mêmes 
centres les rayons qui feront entr'eux un angle égal à 
l'angle C. Cette conftruftion eft une fuite évidente de 
ce que l'angle de deux plans eft le même que celui qui 
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eft formé par deux lignes perpendiculaires à rinterfèc- 
tion commune > comme le font ici les tangentes des- 
arcs AC Ôc BC. 

Second Scholie. 

187. Ayant pris comme ci-devant les arcs AL, AI 
chacun égal au côté.AC,on peut encore trouver lapro- 
jedlion de Tangle C de la manière fuivante y fans em- 
ployer les proportionnelles. Pour cela du point H 
comme centre avec le rayon HL , on décrira un demi- 
cercle hcl ; au même point H avec le rayon HL, on fera 
un angle LHc égal àPangle donné BAC; & du pointe 
où le rayon Hc coupe la circonférence, on abaiftera la 
perpendiculaire cC au diamètre IL , & le point C fera 
la projeftion cherchée de l'angle C du triangle BAC^ 
Si Pangle en A eft obtus , le point C tombera fur H/; 
s'il eft aigu , le même point tombera fur HL : on peut 
aufli trouver Pangle B avec la même facilité en prenant 
C;f = CX fur la ligne ZH prolongée s'il eft néceffaire ; 
& tirant du point c au point x la figne ex qui donnera 
Pangle cxL ou cxl égal à Tangle ABC. 

Pour concevoir la raifon de cette conftruftion , il- 
fuffira de jcttcr les yeux fur la figure 16 , dans laquelle 
on voit que l'angle CHL eft égal à Tangle BAC > 
puifque les lignes CH & HL font toutes deux perpen- 
diculaires à Finterfcdion commune AG des plans GAB, 
GAC ; ainfi Pangle cHL eft le même que l'angle CHL. 
De même on voitauflî que dans le triangle CXcreftangle 
en c, les lignes cX & CX étant toutes deux perpendi- 
culaires à l'interfeftion GB des plans BGC , BG A j 
l'angle qu'elles forment cntr^clles , eft le même que l'an- 
gle ABC. Or par notre conftruftion le triangle redlan- 
gle cCx de la figure 17 eft parfaitement égal au 
triangle CcX de la figure 1 6j donc l'angle x eft adïî égal 
de part & d'autre. 
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Tr oisieme Scholié. 

iSS. En confidérant la figure 17 avec attention, 
on remarquera qu'un triangle quelconque ABC en déter- 
mine trois autres que l'on peut regarder comme fcs cor- 
refpondants;favoir baC, B^C^AC ; chacun defquels 
a toujours un angle commun ou égal à Pun des angles 
du triangle BAC , & deux angles fuppléments des deux 
autres du même triangle ; ainfi que deux côtés fupplé- 
ments de ceux de même dénomination avec un côté égal, 
favoir celui qui eft oppofé à Tangle égal. 

Ces triangles renferment toutes les variétés dont le 
problême peut être fufceptible à l'égard des données ; 
& pour mieux entendre la conftruélion de chaque cas 
particulier , on peut s^excrcer à appliquer chaque folu- 
tion à chacun de ces triangles» 

Problème IL 

18p. Connoiffant dans un triangle fphérique quelccmqut 
BAC deux angles A & B ayec le côté adjacent AB , 
trouver i®, les deux autres côtés ; 2^^ le traifieme angle^ 

Solution. 

Ayant pris fur le cercle ARDr (/g. 17) Parc AB égal 
au côtédonné , & tiré au centre G les rayons AG & 
BG ; on élèvera les lignes Gr,GM refpeélivemcnt perpen- 
diculaires à ces mêmes rayons : on prendra enfuite les 
arcs MN^ RD refpe£l:ivement égaux aux angles en B 
& en A ; puis après avoir tiré les finus Nn , Di; avec 
les demi- axes GB , Gn ; G A , Gti , on tracera les deiïii- 
ellipfes Bnb , Ada , lefquelles fe couperont dans ur^ 
point C qui fera la projeftion de l'angle C du triangle 
fphérique BAC. Par ce point C on mènera les cordes 
IClt, /CF perpcndicnlaires aux rayons GA &GB , ce 
qui donnera les arcs AL , AI égaux au côté AC,& les 
arcs BF , B/égaux au côté BC_. C Q- F. i\ T. 
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2"". Connoiflant les côtés AC & BC, on déterminera 
Pangle C par Pune ou l'autre des folutions indiquées au 
problème précédent. C Q. F. 2°. T. 

Problème III. 

ipo. Connoijfant deux cotés quelconques AB, AC 
d'un triangle BAC £r Vun des angles oppofés à ces côtés, 
trouver 1% le troifieme coté; 2'',les deux autres angles. 

Première Solutton. 

Suppofons que les côtés connus font AB , AC avec 
Pangle B ; & de plus que l'on fait de quelle efpece eft 
Pangle A compris entre ces côtés connus. On prendra 
d'abord fur le plan du cercle ARBr un arc AB égal au 
côté donné AB, & Pon tirera les rayons GA & GB. 
ParGPon mènera la perpendiculaire MGm, au rayon GB 
fur laquelle on prendra Gn égale au cofinus de Pangle B, 
vers M fi Pangle BAC eft obtus , ou Gv égale au même 
cofinus vers m fi Pangle BAC eft aigu; & fur les axes 
Bb , nv on tracera Pellipfe Bnbv. Enfuite on prendra fur 
la circonférence du cercle ABar de part & d'autre du 
point A les arcs AL , Aï chacun égal au côté donné AC, 
& Pon tirera la corde LI qui coupera Pellipfe Bnbv en 
deux points C , C qui ferviront à déterminer le troifieme 
côté BC, en menant par ces mêmes points les lignes 
/ex, (pCV perpendiculaires au rayon GB,lefquelles don- 
neront les arcs B/& Bp égaux au troifieme côté , félon 
que Pangle Aoppofé fera obtus ou aigu. C. Q.F. i"". T. 

2°. Pour avoir Pangle A, ayant décrit le demi-cercle 
ZKL fur la corde LI comme diamètre , & tirées les or- 
données Ce, CVon mènera du point H les lignes Hc, 
Hc^ lefquelles donneront les angles LHc,, LHc' égaux 
à Pangle A félon qu'il doit être obtus ou aigu. L'angle C 
fe trouvera par la conftrudlion indiquée au n^ x85* 
C. Q.F.ao.r. 
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Seconde Solution. 

Si l'on fuppofe que les côtés connus font AC & BC 
avec l'angle B oppofé au côté AC , l'on pourra trouver 
encore une autre folution qui ne fera pas plus compli- 
quée que la précédente. On prendra d'abord un point B 
quelconque fur la circonférence du cercle ABKa , lequel 
fera le fommet de l'angle B. On tirera par ce point & le 
centre G le diamètre BGè, auquel on mènera le diamè- 
tre MGm qui lui foit perpendiculaire; fur lequel on 
prendra'TzG égal au cofinus de Tangle donné B; puis 
ayant pris de part & d'autre du point B les arcs BF, B/ 
égaux au côté donné BC, & tiré la corde F/, on fera 
cette proportion MO : nG : : /X : XC , ce qui déter- 
minera le point C fur le plan du cercle AKar , lequel eft 
vifiblement la proje^ion de Tangle C. 

Par le centre G & le point C l'on mènera le rayon 
GCP; & fur la ligne GC^omme diamètre, on décrira un 
cercle : enfin du centre G avec un rayon GH égal au 
cofinus du côté donné AC , l'on décrira pne portion de 
cercle qui coupera le dernier en deux points H , ft , par 
lefquels on mènera les lignes GHA , Gha, qui détermi- 
neront le troifieme côté demandé AB , ou «tB félon que 
l'angle inconnu oppofé au côté connu BC doit être obtus 
ou aigu. On pourroit aufli trouver le point C par une 
conftruftion abfolument la même que celle qui a été ex- 
pliquée au n^ 187; en décrivant un demi-cercle fur la 
corde/F, & tirant au point X un rayon qui fit avec/X 
un angle égal à l'angle B , par l'extrémité duquel on 
abaifferoît une perpendiculaire à la même corde /X , 
laquelle détermîneroit le point C fans y employer de 
proportionnelles. Les angles en A & en C fe détermine- 
roient comme au premier Problême. C. Q. F. T. 

Problème IV. 

ipi. Connoijfant deux angles quelconques A & B 
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d'un triangle BAC ai/ec le côté AC oppofé à tan de ces 
angles ^ trouver i®, le côté oppofé à Vautre angle; 2% le 
troijîeme côté s 3% le troifieme angle. (Jig.ij) 

Solution. 

D'un point A quelconque du cercle ABR^ foîtmené 
le diamètre AGa auquel on tirera le diamètre rGR qui 
lui foit perpendiculaire. De part & d'autre du même 
point A foient pris les arcs AL , Al chacun égal au côté 
donné AC , & foit tirée la corde hU Sur cette corde , 
comme diamètre , foit décrit le demi-cercle IKL ; & du 
point H foient menés les rayons Hc , Hc' qui faffent 
avec LH un angle égal à l'un des angles donnés A , 
félon que ce même angle eft obtus ou aigu. Des points 
Cy c^ foient abaiffées les perpendiculaires cC , c'C , leC- 
quelles détermineront les points c, c' qui font les projec- 
tions de l'angle C ouC^ Enfuîte des points c, (/ foient 
menées les lignes ex , c V qui firent avec les ordonnées 
Ce , CV les angles Ccx , Oc^x^ égaux au complément 
de l'angle donné B. On a vu (aun°. 187) que la ligne 
Cx eft égale à CX dont la pofition détermine le côté 
AB&le côté BC. Pour la trouver, foit encore tirée la 
ligne GCP , & fur CG foit décrit un cercle GHCh , 
enfin du point C comme centre, foit décrit avec un rayon 
= Cx une portion de cercle qui coupera ce dernier en 
deux points X qui détermineroit le côté AB en menant 
le rayon GXB, &la corde /CXF menée parle point X, 
& le point C donnera les arcs B/, BF chacun égal au 
troifieme côté ; le troifieme angle fe trouveroit toujours 
par la conftruôion indiquée au n^. 1S6. C. Q. F. T. 

S c H o L I E. 

ip2. Si l'angle A eft aigu , ainfî que l'angle B, le 
point X trouvé dans le quart de cercle AGr donnera le 
côté AB qui fervira pareillement à trouver le côté BC. 
Il n'eft pas moins vifible que fi Ton imagine un cercle 
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décrit fur le rayon CG, dans lequel foit înfcrît la ligne 
Cx\ on aura encore deux folutions du même problême , 
félon que Tangle A du triangle BAC fera aigu , & l'an- 
gle B obtus , ou que les angles en A & B feront aigos , 
& l'angle en C obtus. Nous n'avons point tiré toutes 
ces lignes fur la figure dans la crainte de la rendre trop 
confufe. 

Problème V, 

193. Connoijfant les trois côtés d'un triangle fphérique 
quelconque BAC , trouver un angle quelconque du mime 
triangle, p^^^j^j^^ Solution. 

Ayant pris fur le plan du cercle AKa Parc AB ëgal à 
l'un des côtés donnés ,& tiré des extrémités A , B de 
cet arc les rayons AG , BG ; on prendra de part & d'au- 
tre du point A les arcs AL, AI égaux au côté AC & les 
arcs B/, BF égaux au troifieme côté BC, puis on tirera 
les cordes LI, F/ qui fe couperont dans un point C> 
lequel fera la projeâion de l'angle C. Enfin ayant élevé 
aux rayons GA & GB par le centre G les perpendicu- 
laires rGR , mGM , on cherchera une quatrième propor- 
tionnelle Gn, aux lignes /X, CX, MG; & par le point n 
qu'elle déterminera fur MG, l'on mènera la perpendicu- 
laire nN terminée à la circonférence en N,ce qui donnera 
l'arc MN égal à la mefure dePangle B ; pareillement on 
cherchera une droite Gd quatrième proportionnelle aux 
lignes ZH , CH , rG , laquelle déterminera fur rG un 
point d , par lequel on élèvera auflî la perpendiculaire 
dD qui donnera l'arc RD égal à Tangle en A ; l'angle C 
fe trouveroit par une conftruftion femblable, en pre-» 
nant le côté AC fur la circonférence au lieu du côté AB. 
C.Q.F.T. 

Seconde Solution. 

Si l'on ne veut pas fe fervir de proportionnelles , ayant 
trouvé comme ci-devant le point C par Tinterfedion des 
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droites ÎL,F/; fur LZ comme diametre,on décrira le demi- 
cercle LKi ; & par le point C Ton mènera la perpendi- 
culaire Ce au diamètre Li ; & du point c au point H, 
l'on tirera cH qui donnera Pangle cHL égal a l'angle 
en A ; enfuite ayant pris Cx =:^ CX & tiré la ligne ex, 
l'angle cxC fera égal ài Pangle B ; on trouveroit Tan-: 
gle C par une conftruélion femblable. C Q, F. T. 

Problème VL 

ip4. Connoijfant les trois angles et un triangle^ trou-^ 
ver cliacun des trois côtés. 

Solution. 

On fera un -triangle DEF (Jig. ii.) dont les trois 
côtés foient fuppléments des angles du triangle donné ; 
enfuite par Tune des conftruftions du problême précé- 
dent on cherchera les angles de ce nouveau triangle, lef- 
quels feront les fuppléments des côtés que l'on demande. 
C Q. F. T. 

Scholie général pour les Jolutions précédentes. 

195'. On voit que les fîx derniers Problêmes donnent 
la folution Géométrique de tous les cas des triangles 
fphériques obliquangïes. Les conftruâions peuvent éga- 
lement s'appliquer aux triangles reftangles , & n'en de- 
viennent que plus fîmples. Nous nous fommes difpenfés 
de démontrer chaque folution en particulier , parce 
qu'elles fe déduifent toutes comme autant de corollaires 
de la conftruâion générale des projetions ortographi- 
ques , expliquées ci- devant au n°.i 5 1. & développées fur 
la figure 1 5, dont Tîntelligence bien fuppofée donne tou- 
tes les notions qui pourroient devenir néceflaires pour 
une démonftration complette de nos folutîons. Nous 
ajouterons encore quelques problêmes relatifs à cette 
efpece de projeélion qui eft celle dont on fait le plus 
d'ufage en Àftronomie. 

Probj-eme VII. 
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Problème VIL 

ïpy. Connoijfant Vellipfe qui ejl laprojeSion ortogra-' 
phique d'un grand cercle^ trouver fur le plan de projeSiion 
Vapparence des pôles de ce même grand cercle ; & récipro^ 
^uementy ayant les pôles projettes d^ un grand cercle^trouver 
Vellipfe qui eft laprojeSlion de ce grand cercle, (fig, ip. ) 

Solution. 

Imaginons que la droite Aa nous reprëfente le plan du 
grand cercle de la fphere, auquel fe fait la projeâion or- 
tograpbîque de tous les points de la furfacc fphériquc ; 
& que Vp perpendiculaire à GL eft Paxe du.cercle à pro- 
jettera lequel fera par conféquent rcpréfenté par GL. Il 
eft de plus évident que le cçrcle ABab qui pafle par les 
pôles P , p du cercle à projetter, fera perpendiculaire au 
plati de projeftion. Cela pofé , fi l'onlabaifle les perpen- 
diculaires P/w , Gg , il eft aifé de voir que ^ fera la pro- 
jeftion du pôle P , & g fera celle de l'extrémité G du 
diamètre GL du cercle à projetter ; mais à caufe de 
Tanglc droit GCP,Pangle GCÀ eft complément de Tan- 
gle flCP qui défigne Pélevatîon du pôle fur le plan de 
projeftion. D'où il fuit que la diftance C^ de là pro-» 
jeftion du poleP d'un grand cercle C , eft égale au cofî- 
nus de l'élévation du pôle fur le plan de projeôion ; ou^ 
ce qui revient au même, au*finus de l'élévation du cercle 
à projetter fur le même plan de projeftion ; & le demi 
petit axe de l'ellipfe qui eft la projeélion de ce cercle > 
«ft égal au finus de l'élévation du pôle fur le pian de 
projeélion. C.Q.F.T.ScD. 

P ROBLEME VIII. 

ip(?. Trouver les dimenjions de Vellipfe qui ejl lapro-^ 
jeSion ortographique dCun petit cercle de la fphere^ 
(fig.ip.) 
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Solution, 

Que k ligne MON reprëfente le diamètre da petit 
cerclç dont on demande la projeélion ortographique. 
Cette ligne MN étant perpendiculaire à Taxe T?p , le 
petit cercle qu'elle repréfente fera parallèle au cercle GL 
dont l'axe eft Pp. Cela pofé , des points M , O , N foienc 
abaiflees les perpendiculaires Mm , Oo , Nn à la li- 
gne Aa; ileu vifible que le point o fera le centre de 
1-ellîpfe qui doit être la projeâ:ion du petit cercle MN 
parallèle à GL, & qi|e mn fera le petit axe de cette 
mêmQ ellipfe. Cela pofé , à caufe des triangles fembla- 
blesCP'sr, COo on aura CP: CO : : C»: Co. c'eft-à- 
dire, le rayon cft aujînus de la dijiance du petit cercle au 
grand, cercle qui lui ejï parallèle y comme le cojînus de la 
hauteur du pôle fur k plan de projeSlion eft à la diftance Go 
du centra q de V ellipfe à décrire au centre C. Les triangles 
femblables GCg , MOR donnent auflî GC : Cg : : 
MO : OR ou om= on. C'eft- à-dire, le finus total eft 
au Jînus de Vèlévation du pôle fur le plan de projeBion , 
comme le,Jînus, de la diftance du petit cercle au pôle eft au 
demi petit axe de V ellipfe à décrire, & dont le grand axe 
fera^ yifiblemcnt égal à MN. On peut auflî. trouver le 
point m, en prenant Cm égal au finus de la différence des 
àrçs MG,BG. Ce qui fuffit pour décrire rellipfç demanr 
déç,C.Q.F-r. 

application des derniers Problêmes aux projetions 
d^nt on fait ufage dam laThéorie d^.s Eclipjes^ 

197. La Terre étant à une diftance prodigieufe du 
Soleil , tous les rayons qui viennent de cet aftre à notro 
Iglobe, peu vent ^tre regardés, comme parallèles; & fî l'on 
imagine un plan perpendiculaire au rayon mené du centre 
du fbleîl au centre de la terre , ce plan qui coupera 1^ 
fphere en deux parties égales , repréfentera le difque de 
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la terre applatie vu du foleil ; il fera auflî celui qui fépare 
rhémifphere éclairé de Phémifphere obfcur; & enfin 
tous les points de Phémifphere expofé au foleil feront 
projettes onographiquement fur ce même plan. Cela 
pofé; fiP,/7 repréfentent les pôles du monde, la ligne 
GL défignera l'équateur ; le petit cercle MN fera un 
parallèle dont GM eft la latitude Géographique. Le cer- 
cle ABab fera le cercle que les Aftronomes appellent 
méridien univerfel , la ligne BC défignera le rayon qui 
vient du centre du foleil au centre de la terre , & par 
conféquent Parc BG f^ra la déclinaifon du foleil. La 
Kgnè AC^ fera une ligne perpendiculaire au plan du cer- 
cle Bcb , fur laquelle fe projette l'axe de Pécliptique 
aux folftices > de qui fait avec ce même axe un angle 
égal à PobËquké de Pécliptique aux points équino- 
xiaux. ACa repréfentera le cercle fur lequel tous les 
points vus du foleil fe projettent ortographiquement r 
àP fera la hauteur du pôle fur le difque éclairé ; qui eft 
égale, comme on le voit, à la déclinaifon du foleil. 
D'après toutes ces dâînitions , fi Pon veut tracer Tel- 
lipfe qui eft la projeâion du parallèle MN , il eft évi-* 
dent que le problême eft préciJément le même que novts 
venons de réfoudre au dernier article ; & les analo- 
gies que nous avons données pour trouver le centre a 
de Pellipfe à décrire & fon demi petit axe fe-rédinront 
aux deux fuivantes : Le rayon eft au (înus de la' laktûd& 
géographique du parallèle , comme le coftnuî de la dédi"^ 
naifon du foîeil eft à ht diftance Co; & enfuite le Jfinus^' 
total eft aujînus de la âécUnaifon du foleil y comme 1er 
cofinus de la latitude géographique du parallèle eft au 
demi petit axe de VelUpfe . qui ejt la projeBion de ce mime 
paralhle. 

15^8. Comme ces fbktîons graphîqties fe rencontrent 
fouvent dians PAftronomîe , partîcaBérement dans la 
détermination des paflfeges des planètes fur le difque du 
foleil, j'ajouterai ici la manière de tracer fur le difque 
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éclairé te pafallele d'un lieu dont la latitude efi connue i 
d'après ce que nous venons de démontrer, 

ôoît AGa Q ( jfg.20) le cercle fiir lequel fe doit faire la 
projeftion.Par un.point A quelconque de la circonférence 
Ibit mené le diamètre Aa, & foit pris de part & d'autre 
de ce point les arcs AP , Ap égaux à la déclinaifon du 
foleilpour le temps oi l'on demande la projeftion. Soit 
tirée la corde ¥p qui coupera le diamètre Aa dans un 
point /»; ce point fera vifiblement la projeétion du pôle P. 
ooit aufli mené au point P le rayon CP, auquel on élè- 
vera le diamètre iECQ qui lui foit perpendiculaire , ôc 
qui repréfentera l'équateur; des points Q , iE on pren- 
dra les arcs ML y Ql égaux à la latitude du lieu ; vers A, 
fi elle eft de même dénomination que la 4èclinaifon du 
foleil , & l'on tirera la corde LI , qui coupera le dia- 
mètre Pp' dans un point K, par lequel on mènera Ht 
parallèle à P/? ; ce qui donnera le centre de l'ellipfe à dé- 
crire en O. Enfin Ton prendra CN égal au finus de la 
différence des arcs AP , iEL, & ON fera le demi petit 
axe de l'ellipfe demandée, dont le grand axe Mm eft 
égal à hl ; ayant de plus pris On=ON, fur les axes Mm, 
Nn , on décrira une ellipfe MNmn qui fera la projec- 
tion du parallèle donné pour le jour où la déclinaifon 
du foleil eft égale à l'arc AP. Cette ellipfe étant tracée 
touchera le cercle AGaQ dans deux points G, I: fi l'on 
tire la ligne GI qui fe trouvera perpendiculaire au 
rayon CA s l'arc GNI réduit en heures , minutes & fé- 
condes de temps , défignera la durée du jour pour lé 
parallèle au temps où la déclinaifon eft égale à Tare AP; 
199. On peut aufli trouver aifément fur le même 
plan la projeftion de l'équateur. Pour cela , des extré- 
mités iE,Q du diamètre -^Q qui repréfente Téquateur, 
on n^a qu'à abaiffer les perpendiculaires JES , Qj , & 
fur les axes Bb , Si décrire Fellipfe BSbs qui fera la 
projeftion de l'équateur terreftre vu du foleil au temps 
où la déclinaifon eft égalei l'arc AP* 
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200. Enfin l'on peut encore trouver fur le même 
plan la projeélion de l'écliptique , ainfi que les points 
équinoxiaux. Pour y parvenir , on fera réflexion que 
Taxe de Téquateur faifant toujours avec l'axe de l'éclip- 
tique un angle égal à l'obliquité de l'écliptique ; le 
pôle P décrira autour de Paxe de l'écliptique la circon- 
férence d'un petit cercle , dont le rayon çft égal au finus 
de cette même obliquité , lequel petit cercle eft la bafe 
d'un cône dont la hauteur eft égale au cofinus de cette 
même obliquité , qui eft auffi l'axe de l'écliptique. Cela 
pofé, pour avoir cet axe; fur la ligne C'a* comme diamè- 
tre, on décrira un demi-cercle CV'Wjdans lequel on 
înlcrira une ligne CV égale au cofinus de l'obliquité de 
l'écliptique ; & tirant la ligne VCr,on aura vifiblement 
Taxe de ce même grand cercle. De plus à caufe que le 
foleil eft toujours dans le plan de l'écliptique , il eft 
vifible que ce grand cercle doit être repréfenté par une 
ligne droite ; tirant doncECT perpendiculaire à Taxe 
RCr de l'écliptique^ cette ligne fera la projeâion de ce 
cercle , & les points T , su- où elle coupe l'éHipfe BSfcx , 
feront les points équinoxiaux. Enfin fi par le point T on 
fait paffer l'ordonnée /tF perpendiculaire aa diamètre 
Bb j elle déterminera l'arc oF égal à tafccnfion droite 
du foleiJ ; & fi l'on mené encore par le même point la 
ligne TD,quifoit perpendiculaire a^ diamètre ECTjl'arc 
rD fera la mefure. de la longitude du foleil On pour- 
roit auflî trouver avec la même facilité l'apparence des 
points folftiriaux fur l'équateur & for l'écliptique. Mais 
«ous n'infifterons pas plus long-temps fur cette partie , 
il nous fuffira de faire voir avec quelle facilité on peut 
appliquer les projetions ortographiques aux principaux 
problêmes de l'Aftronomie fphérique. Nous obferve- 
rons encore que l'on ne s'eft pa« formé de ces conftru- 
ôions une id^e aflez jufte parmi quelques Aftronomes. Les 
uns rejettent abfolument ces conftruélions comme trop 
peu exadles i les autres les employeat avec trop die 
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confiance. L'ufage qu'il nous paroît qu'on en devroît 
faire , c'eft celui qu'on fait en général de toutes les 
figures de Géométrie qui ne fervent qu'à guider Pefprit 
dans la recherche des formules numériques que l'on peut 
trouver , en appliquant à ces conftruftions l'analyfe al- 

Îébrique ou les règles générales de la Trigonométrie. 
)ans cette vue nous ajouterons encore quelques corol- 
laires fur les problêmes précédents pour mieux éclaircir 
la Théorie des projeftions. 

Corollaire I. 

201. Il fuit du dernier problême que pour déterminer 
fur une ellipfe quelconque qui eft la projeâion d'un 
grand cercle un arc d'un nombre quelconque de degrés 
en commençant d'un point donné fur cette ellipfe ; il 
n'y a qu'à abaiflfer de ce point une perpendiculaire au 
grand axe prolongée jufqu'à la circonférence du cer- 
cle décrit fur ce grand axe comme diamètre , & enfuite 
prendre fur la circonférence de ce même cercle , en 
commençant du point où cette ordonnée coupé la 
circonférence, un arc égal au nombre de degrés don- 
nés; puis abaiffer de fon extrémité une nouvelle or- 
donnée au grand axe de Pellipfe , laquelle déterminera 
(ur la circonférence de Pellipfe un arc du nombre de 
degrés donné, (fig. 21). 

CorollaikeII. 

202. Si l'arc donné eft de po*'; ayant abaiffé du 
point donné une perpendiculaire à l'axe de l'ellipfe , on 
prendra fur le même axe de l'autre côté du centre une 
ligne égale au finus de l'arc entre l'extrémité de Taxe 
la plus proche du point donné, &la perpendiculaire ou 
l'ordonnée qui paffe par le point donné. Par exemple , 
pour déterminer un arc de po^ fur Pellîpfè ACda à 
partir du point C , on n'aura qu'à prendre la ligne Ga 
égale au finus lïl de Parc Ai => AC 3 terminé à Por- 
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donnée qui pafle par le point donné , & enfuîte par le 
point A, ainfi déterminé , élever la perpendiculaire xf qui 
donnera fur cette ellipfe Parc CV de po<^. De même 
^n prenant fur le demi grand axe Gb de Tellipfe BCb 
la ligne G^ égale au fînus /X de Tare BF= BC , & 
élevant la perpendiculaire ^/', on aura fur cette même 
ellipfe Parc Cf de po^ 

Corollaire III. 

203. Il fuit , de ce qui précède , qu'il eft préfente- 
ment fort aifé de trouver fur le plan du cercle ABRar 
la mefure de l'angle C ou BCA; car un angle fphérique 
quelconque ayant pour mefure l'arc de grand cercle 
compris entre fes côtés & décrit de fon fommét comme 
pôle , il eft vifible que tout fe réduit à tracer l'ellipfe 
Q,gq qui eft la projeftîon du grand cercle dont le 
pôle eft en C ; ce qui fe fera de la manière fuivante. 
Ayant tiré par le point C Se le centre G le diamètre 
PCG/7 , on lui mènera par les points G , C les perpen- 
diculaires QGq , G'Cg^; enfuitè on prendra fur Gp une 
partie GS égale à G^C qui eft le finus d'élévation du 
point C fur le plan de projeftîon ; & cette ligne fera 
le demi petit axe de l'ellipfe qui eft la projeftion du 
grand cercle dont le pôle eft en C, Donc les points î',/' 
où cette ellipfe coupe les ellipfes Ada , Bnb détermi- 
neront Tare f^ V dont le correfpondant fiy fur le cercle 
ABRr compris entre les ordonnées 7A, jS/ï^ fera la me- 
fure de l'angle en C. 

Corollaire IV. 

204. Il eft encore aifé de voir que pour trouver la me- 
fure de l'angle en C, on n'a pas befoin de tracer l'ellipfe 
qui eft la projeâion du grand cercle dont cet angle eft le 
pôle. Car ayant détermina comme ci-devant les points 
V^f fur les ellipfes ACa , Bnb ; fi de ces points York 
abaifle au diamètre QGj perpendiculaire à GCP y^ le* 

G iv 
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ordonnées Va ,/'o ; leurs prolongements jufqu'à la cîr- 
conférence du cercle AKar détermineront Parc fiy égal 
à la mefure de l'angle en C, ^^ 

Problème IX. 

^oy. Trower fur lafurface du cerc/cABRr, i», la 
proje^ion de Varc AS'abaiJfé de V angle A perpendiculai- 
rement au côté oppofé BC ; 2°, la grandeur des fegmertts 
BcT, C<r du côté BC ; 3 ^, /ej fegments de V angle BAC j 
4% la pâleur de la perpendiculaire A<r. (jfg, 21 ). 

Solution. ' 

Puifque Parc dont on cherche la projeélion , appar- 
tient à un grand cercle de la fphere qui paffe par le 
point A , il eft vifible que la ligne AGa fera le grand 
axe de l'ellipfe qui doît en être la projeftion. De plus , 
à caufe que ce cercle eft fuppofé perpendiculaire au côté 
BC , il doit pafler par le pôle de ce même arc BC;, & 
par conféquent l'ellipfe demandée doit auflî paffer par la 
projeflion de ce pôle. Or en prenant fur le rayon Gm 
une partie GZ= N/z, le point Z fera le pôle de l'arc BC 
(n^. ipj); donc ce point fera un de ceux de l'ellipfe 
à décirire. Je mené donc par ce point Z une ligne ZÇ 
perpendiculaire au diamètre Aa, & je la prolonge jufqu'à 
ce qu'elle rencontre le cercle AKar en un point ft. Je 
prends fur RG une ligne Gp quatrième proportionnelle 
aux lignes 6 ^, Ç'Z, RG; & je décris fur les demi-axes GA 
& Gp l'ellipfe AS'ûa qui eft la projedion demandée du 
cercle perpendiculaire à BC, C. Q. F. i^, T. 

2^. Par le point <r où cette ellipfe coupe le côté BC, 
je mené la perpendiculaire vS'ûdfx au rayon GB, & les arcs 
Fjuu , Byu font les fegments du côté BC. C. Q. F. 2%T. 

3°, Si par le point p on élevé la perpendiculaire p(rau 
rayon GR, les arcs Rf , Do- feront les mefures des feg- 
ments BA<r, CAcT de l'angle BAC. QQ.F. 30, T. 

4^ Enfin fi par le point <r on tire l'ordonnée e <f » 
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perpendiculaire au rayon GA , Parc Aji fera la valeur de 
la perpendiculaire A<r. C. Q, F. 4®, T. 

PremiekScholie. 

206. Si l'on demandoit de déterminer la projedlion 
du cercle qui divife Tangle BAC en deux également , on 
la trouveroit par une conftrudlîon abfolument femblable; 
en prenant fur le rayon GR une ligne Gk égale au 
cofinus de la moitié de l'angle BAC ; & décrivant une 
ellipfe fur les demi-axes GA & Gk : on voit de plus 
que la conftruélion expliquée au n^, 202 , donneroit de 
la même manière la lolution du problême , en fuppo- 
fantqueTon ait abaiffé une perpendiculaire de l'angle C, 
fur le côté AB prolongé autant qu'il feroit néceflaire. 
Enfin l'on voit dans la conftrudlion du dernier pro- 
blême que l'arc R6 eft égal à l'arc AS" perpendiculaire 
au côté BC „ à caufe que les arcs AR, «6 de 90^ chacun 
ont une partie commune mB. 

Second Scholie. 

207. Cette conftrudlion nous conduit naturellement 
à une démonftration fortfimple & fort élégante d'une 
des fameufes analogies de Néper^ telle à peu près qu'elle 
fe trouve dans fon Traité intitulé Logarithmorum mi'- 
rifici Canonis ConJiruBio. Ayant déterminé toutes les 
parties dont on vient de parler par la méthode que nous 
venons d'expliquer, fbit élevée à l'extrémité A du diamè- 
tre Aa la perpendiculaire indéfinie A a ( jfg.22); il eft clair 
que fi du point B comme pôle on décrit fur la furface 
de la fphere un petit cercle dont le rayon circulaire 
foit égal à l'arc BC , ce cercle paffera par les points 
L , C , c , l: De plus foîent encore menées par les 
points C, c les droites FC/, ^taco parallèles à la tan- 
gente AK ; il eft vifible que l'arc A/ fera égal à l'arc AC, 
& que Ao fera égal à Tare Ac qui eft la différence des 
fcgments A«r, <rC formés fur ce même côté AC par la 
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perpendiculaire BS". Cela pofé, fi Ton tire encore du 
point a par les points L, l^f^o, les droites ûLa, alx^, 
afK,aok prolongées jufqu'à la tangente Aa; ileft 
aîfé de voir xjue les quatre points a,a,K, k appar- 
tiennent â la circonférence d'un cercle décrit fur le plan 
repréfenté par Aa , & tangent à la fphere en A , le- 
quel cercle eft la bafed'un cône oblique qui a fon fommet 
au point a. Pour le démontrer , il fuffira de prouver 
que la fedlion du cône qui auroit pour bafe le cercle dé- 
crit fur le diamètre l L par le plan A a, eft anti-parallele à 
cette même bafe ; car on fait voir dans tous les traités 
4e feûîons coniques que cette feâioil eft un cercle. Or 
c'eft ce qui arrive ici. Car l'angle Aa^ étant formé par 
une tangente & par une corde , aura pour mefure la 
moitié- de la différence des arcs AF^ , A/L compris 
entre fcs côtés ; mais AL =AI , donc AFa*— A/L = 
AFa— AiFI=tfI=^L ; or la moitié de ce dernier arc eft 
précifément la mefure de Pangle alL; donc les trian- 
gles ûi L , û A A font femblables ; donc le cône eft coupé 
anti-parallélement à fa bafe , & par Conféquent le cercle 
décrit fur IL fera projette en cercle fur le plan Aa ; 
donc enfin les fécantes intérieures donneront ÀK : A A :: 
Aa : AÎ , c'eft- à-dire , la tangente de la demi-bafe AC 
ejl à la tangente de la demi-fomme des côtés AB > BC; 
comme la tangente de la demi- différence des mimes côtés 
eji â la tangente de la demi-différence des fegnients de 
cette même bafe. 

Pour fe convaincre de l'identité des deux dernières 
proportions , on fera attention que fi Ton regarde le 
diamètre Aa comme rayon j les lignes dont on vient 
de parler j feront les tangentes des angles au point a. 
D'ailleurs Ces angles Aa\ , Aak , AaK , A^A ayant 
leur fomtnet à la circonférence du cercle ALa , ont 
pour mefure la moitié des arcs compris entre leurs côtés. 
Or l'arc A/ par conftruélion eft égal à la bafe AC du 
triangle fphérique BAC; l'arc AL eft égala la femme 
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des côtés AB 4-BC , & AI eft égal à la diiFérence des 
mêmes côtés j enfin puifque les arcs Ac, Ao font d'un 
même nombre de degrés étant compris entre plans pa- 
rallèles Aa, ^0, il eft clair que Aofera la différence des 
fegments de la bafe. C Q. F. D. 

Troisième Scholie. 

208. On voit par ce qu'on vient de démontrer que 
nous avons employé ici deux projetions ; l'une, ortogra- 
pbique de toutes les parties du triangle fur le plati du 
cercle ALa ; l'autre fur le plan repréfenté par AK , 
dans laquelle on fuppofe l'œil place au point a , qui 
peut être pris pour l'un des pôles de la fpbere j ce qui 
a fait nommer cette efpece de projeftion , projtSion 
polaire ; laquelle a beaucoup d'analogie avec les pro** 
je&ïonsjlréréographiques dont on fait un grand ufage dans 
les Cartes Géographiques , & ne diffère de ces projec- 
tions , qu'en ce que dans ces dernières l'on fuppofe l'œil 
à un point quelconque de la furface de la fpbere, & 
l'on imagine que la projeâion de l'hémifpbere oppofé 
fe fait fur le plan du grand cercle prolongé autant qu'il 
eft néceflaire , & perpendiculaire au rayon mené du 
centre de la fpbere au lieu de l'œil fur la furface fpbé- 
rique. L'avantage de ces projetions vient de ce qu'elles 
ont la propriété de donner toujours des figures fembla- 
bles à celles qu'il s'agît de projet ter , & par confé^ 
quent de repréfenter fur un plan la Carte d'un pays par 
des figures femblables à celles qu'elles forment fut la 
lurface du globe. 

Cette propriété importante eft une fuite néceffaîfe de 
ce que les cônes de projetions font toujours coupés an- 
ti-parallélement par le plan de projeftion. Ceux qui 
veulent étudier à fond cette partie , peuvent rêcdurîr 
à l'ouvrage du Père Tacquet, ainfî qu'aux Traités d'Op- 
tique du Peré d'Aiguillon. Nous ajouterons encore ici 
le problème fuivant qui donne une folution ewêtiàemenf 
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fimpte de plufieurs cas des triangles fphériques , & qui 
eft une nouvelle efpece de folution graphique. 

Problème X. 

!2op. Connoijfant les trois côtés iT un triangle BAC 
trouver un angle quelconque de ce même triangle par le 
développement de fes parties , ( fig. 23 ). 

Solution. 

Sur un cercle quelconque BAC , on prendra les trcMs 
arcs AB, AC& Bc/ refpeftivement égaux à chacun des 
côtés du triangle à réfoudre. Enfuite ayant tiré le 
rayon GA , fi c'eft Tangle A qu'on veut avoir , on lui 
mènera la tangente dKD terminée en i & D par les 
prolongements des rayons GC & GB. Sur le rayon G d 
prolongé , autant qu'il fera néceflaire , on prendra une 
ligne Gi' égale ï la fécante Gd du côté AC ; enfin des 
points D , A comme centre avec les rayons Di^ A^, 
on décrira deux arcs de cercle qui fe couperont dans un 
point «T , & donneront l'angle <rAD égal à l'angle A 
du triangle BAC. On trouveront par une condruélion 
femblable les deux autres angles du même triangle. 
De plus il eft vifible que cette folution porte avec elle 
fa démonftration ; car les deux lignes AD , Kd ou Ai 
étant les tangentes des arcs AB , AC , & par conf- 
truâion perpendiculaires à l'interfedlion commune AG 
des plans B AG , CAG , l'angle qu'elles forment , lotf- 
qu'elles font terminées par la ligne D<r=Di^, eft 
vifiblement égal à l'angle en A du triangle BAC. 
C. Q. F. T. & D. 

Corollaire I. 

!2io. Il eft aifé de voir qu'on pourroit faire ufage 
de cette conftruftion pour réfoudre un triangle dont on 
a uroit les trois angles , en appliquant cette folutipa 
à un triangle dont toutes les parties feroiem fuppld- 
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ment de celles du triangle à réfoudre ( n®. 13 1). 

COKOLLAIIVE II 

211. Il n'eft pas moins évident qu'on pourroît faire 
ufage de cette conftruftion pour réfoudre un triangle, 
dans lequel on connoîtroit deux côtés & Tangle com- 
pris. Car ayant fait les arcs AB , AC refpeûivemenc 
égaux aux côtés de l'angle donné , & tiré les tangen- 
tes AD , A d terminées aux rayons GB & GC pro- 
longés 5 autant qu'il feroitnéceflaire; il n^y auroit plus 
qu'à faire l'angle DAJ" égal à l'angle donné , & tirer 
D<r, après avoir pris A<r égal à la tangente Ai. Enfin des 
points G , D comme centre avec les rayons Gd'= Gi, 
Dd!'=D<ron décriroit deux arcs de cercles qui par leur 
interfeftion détermîneroient un point d\ duquel menant 
au centre G le rayon d'G, on auroit l'arc Bcf égal au 
troifieme côté 5 & par le moyen duquel on trouveront 
les autres angles. 



Digitized 



by Google 



îio ASTR ONO MIË 



CHAPITRE QUATRIEME. 

De la Réfoluùon analytique ou algé- 
brique des Triangles Jphériques 
quelconques. 

Avertissement. 

JL aus les calculs ^xï^ nous aurons à faire dans ce 
Cla^kr^ > éxsmx appuj^s fur les conftnidUons expbquées 
an chapitre précédent , i\ eft abfekuiient néce^ire de 
les^avok bien entendues. IVaUfeors , pour ne pas rendre 
cet calculs trop difficiles pour ks Conunençants par la 
variété des fignes , nous les appliquerons à la figure 17, 
dont toutes les parties feront défignées comme on le 
voit dans la table fuivante. Si quelques termes viennent 
à changer de fîgnes en faifant Tapplication de ces for- 
mules à d'autres triangles , cela avertit que les angles 
que nous avons fuppofés aigus ou obtus , deviennent ob- 
tus ou aigus , ou que les mêmes changements ont lieu 
fur les côtés. • 

Soit donc pour chaque partie du triangle BÂC> en 
fuppofant toujouf s le finus total = r. 

Sin AB=BK = ^. Sin ABC=N«=m. 

€of AB=GK = h. Cof ABC=Gn= n. 

Sin BC=FX (7u/X=c. Sin BAC=Di=p. 

Cof BC=:GX = d. Cof B AC=Gi = q. 

Sin AC^LHouIH=/. Sin ACB= A ==:^ =''■?• 

Cof AC=GH ;=^g. CofAQB^k^^''Iz£ît' 
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Les conllrudlions expliquées au (a? . i ^i ) donneront; 
de plus les valeurs fui vantes des lignes CX , C/, &c. 



ar • ^^r en 



en 

r 
en 



rang AB=!j CX = - 

Tang BC =3-j Cf =c-^" 

Tang AC=Û CF = c4--- 

Tang B :=^ CH=-^ 

Tang A «L' CL=/+^ 

T«ng C =^ CZ =/~-^ 

Pour une plus grande commodité, & afin de ne pa$ 
confondre toates ces dénominations , il efi à propos de 
les relever toutes fur une feuille volante ^ &ronne£»ra 
point obligé de retourner fens ceffe à cette Table, afio 
d'y retrouver rexpreflîon analytique de chaque ligne* 

Problème I. 

212. Trouver le rapport entre Us Jînus d^s angles & 
les Jînus des côtés ^ pour un triangle fphéri^Hequeloon^ut. 
(fig.17.) 

SOLLUTÏON. 

A caufe des fécantes/F, IL intérieures sm cercle > otf 
aura CF x C/= CL x Ci; ou , ce qui revient au même, 
/X^— eX^= IIP— CH* ; & fubftituant à ces quan- 

tités leurs valeurs algébriques, on aura c*~ =/*-•* 

-L^ ou cV* — c^n'^tf^r^—^f^q^i mettant m* à la place 

de r* — n^ & p^ pour r^ — g^, on aura c^m'^csiPp^ , & 
tirant les racinçs de chaque membre , puis les mettant en 
proportion , on aura c : f : : p : m ; c'eft-à-dire ,' 
Jîn BC :fin AC ; ifitiBACifm ABC. On voit donc 
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que dans un triangle fphérique quelconque les fînus deat 
angles font entr'eux , comme ceux des côtés oppofés. 
CQ.F.r. 

Problème IL 

213. Connoijfant deux côtés & V angle compris y trou-^ 
per I®, un angle quelconque ; 2^, le troijïeme côté. 

(fig-170 

Soient AB & AC les côtés connus avec l'angle BAC 
compris entre ces côtés ; & cherchons d'abord l'angle B. 
Acaufe des triangles femblables GKB ,'GHO , on aura 

GK : KB : : GH : HO; onbia:: g: ^^; de plus on 

a par conftruftion Gr : Gi : : /H : CH ; ou r ; j^ : : /: — î 

donc CO ou CH -4- HO =Û + ^^ ; encore il eft 

vifible que l'angle OCX du triangle reftangle CXO eft 
égal à l'angle AGB ; or on a dans ce même triangle 

CXO, R : coÇin AB : : CO : CX. DoncCX =^ii 

t^g rr 

H- A Enfin à caufe que les lignes /X, CX; MG , nG 

font proportionnelles par conftruâion ( n^. i5i ) on 
aura fX : CX : : MG : nG, ou analytiquement c =3 

^(n^2I2) : i£l^^S::r: n ; d'où Ton tire ^f ^ 
m ^ rr r m 

-=^ 4-ûg5 ce qui donne ^= r-—^ — , & divifanc 
les deux termes de la fraftion qui eft le fécond mem- 
bre de l'équation par/, on aura enfin ^— -_L£ — • 

n hq-hagr^ 

c'eft-à-dire, r^ng B= KKxjjnA J^^ 

C. 0. F I® r ' -^^ ^ ^^^ -^.cofAB X cofA 

2^. Pour avoir le troifieme côté BC , il n'y a qu'à 
regarder le finus de ce côté comme inconnu , en met- 
tant c au lieu de ii dans l'équation ^ ^as— — 
m ^ m ^ r 

ce qui 
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M qui donnera c = IS^^^, à'oh Ton tire Jïn BC 

cofACxfinAB cofABxcofA xjtn AC ^ ^ „ ^ 
^ 7^ "^^ KxcofB • ^-Vi.X^fl^i. 

C O R O t I- A I R Ei 

i2i4. Il eft aîfé de voir que fclon les côtis que Port 
fuppofera connus avec l'angle compris ; on trouveroit 
pour chaque angle des formules femblables à celles que 
nous avons trouvées pour Pangle B , ainfi Ton aura les 
formules fuivantes. 

^ JinABx cot A C 4- cofAB x cof A 

RKxfinC 



rang ^-^ KRxjiiiA 

* f$n AC X cot AB -h <ro/AB x «>/ A 



fm BCx cot AC -h coj BC x cofC 
B.'Rxfm 
X cot AB -H 

RR xj!n B 

fin BC X cot AB H- co/BC x co/B * 
^^ RRx>C 

KRxfmB 

fin ABx cot ^C -h cofAB x ro/B* 
On doit remarquer que la plupart de ces formules 
changeront de figne, fuivantles différentes combinaifons 
des angles aigus ou obtus ; ainfi loriqu^on voudroit en 
faire l'application à quelque cas particulier , il faudroity 
avoir attention. Par exemple , fi l'on cherche l'angle fi 
du triangle BAC (fig* i8.) dont on fuppofe les côtés 
AB , AC connus avec l'angle A qu'ils comprennent, on 

trouvera Comme dans la figure 17, HO s= 25, CH = 

7; mais CO eft égala HO— CH. Aînfî la tangente 

^ rangle B devient « , ^^ ^r'''^%'l« r. • 

f$n AB X cot AC'^ cofABxcofA 
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Pareillement le terme ««/ AÇ x fo/A4.eyiendr<4t ttég» 

tif dans la formule qui donne la tangente de Q 

Probleue IÎI. 

aiy. Suppofaru Ut mimes dovnées qu'au problême pré- 
cédent, il faut prouver le troi^me côté indép^idamment 
des angles aà^aam^ à ce côté. 

S O L U T I O Ni: 

Pour la facilité du calcul, nous fuppoferons que les 
deux côtés connus font AB & BC , avec l'angle B 
qu'ils comprennent X/^|[. ^7&?« > B eft vifi^eque 
tout fe réduit à trouver le finus IH ou le cofinus GH du 
côté AC. Cela |Krfë4«isk triangle «ftangle CXO; 
l'on a cof AB :> AB : ; CX : XO ou fc ra : : ^ : 
^ ; donc -GO ou GX-I- XO r=i »+. ^. Enfin au 

triangle reflangle GHO , l'on a R ? co/ AB : : GO : 
GH ; & mettant les valeurs algébriques , r j i ; : fl -h 

ffH.ff j^fflsscûTAC. C.Q.f.T. 
InL* r/^ rr ^ 

Corollaire I. 

216. Donc en général dans un triangle fphérique 
quelconque, on aura les formules fuivantes pour trou- 
ver un côté quelconque , lorfque l'on connoit les deux 
^iutres ,& l'angle compris. 

^ ..-r. 4- co/C y.fm AGy/mBC -t- Rxco/ACxca/BC 

C9/ AB sas — .. ' ..:. ..r. ■ ' -Rl^" • • ' * 

^ r-no it-«WAxi&»ABxJt » AC^Rx «r<!/'AB»«:VAC 

Co/BC ^ — -^ " 

Corollaire IL 

217. Il fuit de ces forinttl«s que fi l'on nomme V 
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lefioùS-vérfe d*un angle quelconque C; oft aura V=t 
R-x^/(BC-AC)-co/ AB ^ Po„ iç démontrer , dans 

/mACxfmBC 
Texpreffion de cofAB trouvée au dernier corollaire , il 
n*y a qu'à mettre R — V à la dace de cofC, & Pon aura 
co/AB X RR= co/AC x ccfBC x R -i^fm AC xJinBC 
X R--/n AG X /în BCxV; mais (n<». 24.) »/AC 
X cof BC -+-> AC X >i BC = R X co/ ( fiC— AC ); 
donc en fubltituant cette valeur après les rîduâions or- 

dinaires , on trou vera V g» -il- — < . ■■ / — =s 

iRx«/(BC-A<i)- co/AB >AGxj5»BC 

.,/(6C-ac)-c,/(bo;aC) - ^" '""^'^"^ P°"-^" ^^ '^ 
/n BC fa valeur déduite de ce que l'on a démontré au 

COROLL AIRB IIL 

21 S. Si dans le numérateur de la première valeur 
de V à la place de cof (BC— • AC) — co/AB , l'on 
fubftitue fa valeur tirée de ce que l'on a démontré 
au n^. 58. On aura cette nouvelle expreflion . . . • 
v_ 2RxO(|AB+fBC-iAC)x>CiABH-iAC-4BC)0 , 
JinACxfmBC ^ 

& parce que Pon a fait voir (n^.2.2.) quejîn. verfe d'un an- 
gle s^ -iîl»f3£— ^ on aura par cette dernière fubftitutîon 

(AB-j^C-ACv ^ •AB4AC-BCV 

^ finACTifinBi: 

& tirant les racines 

|/'>ACx>BC • - 

2ui eft la formule que nous avons déjà trouvée d^ns le 
xond Chapitre pour avoir un angle quelconque d'un 
triangle dont on connoît les trois côtés ; ce qui fait voir 
€omment on peut découvrir toutes les formules en ufage 
par l'analyfe algébrique» P î] 
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S t: H o 1. 1 E. 

21 p. Suppofant tcmjours itjue l'on connoît les deux 
côtés d'un triangle & Pangle compris , on pourroit cher* 
cher le troifieme côté par Ton finus. Ainfi connoiifant 
les côtés AB , AC du triangle BAC avec l'angle A 
qu'ils comprennent y on pouroit demander le finus du 
troifieme côté BC 5 & l'on trouveroit 

c « ^yfr^^'^fj^r-^^'x'r^-^PTr^ , expreffion, 

comme l'on voit , trop compliquée pour en Éaire ulàge 
dans la pratique des calculs. 

Problème IV. 

220« Connoijfant deux angles fur un côté ^ trouver 
1% un côté quelconque ; a®, le troifieme Angle. 

S o LU T I G N, 

SoitÀB le côté donné avec les angles A &B fur ce 
côté } & foit AC l'un des côtés que l'on demande dont 
il faut par çonféquent regarder le fînps ou cofinus comme 

inconnu. J'aurai d'abord /X oujin BC =îi (no.21 1.) 

je cherche enfuîte l'expreffion de HO par cette analogie 

co/AB;7?nAB::GH;HO,ou^:^::g:^=HO- 

Nous avons auflî CH =:-^; donc CO = HO H; CP 

ifë' ^7 ^ ï8) =?±l'^î maïs au triangle rec- 

tangle CXO , l'on a R : <ro/AB : : CO : CX, & en met- 
tant iesrvaleurs analytiques la proportion deviendra . . . 

r:b:'/4 ^ÙL.f!£^''Iî = CX ; enfin 1 caufe des 

lignes proportionnelles MG, nG ; /X, CX, on aura 
cette dernière analogie R : cofB : : fin BC ou/X : CX ; 

& par algèbre r:n::^ ; ^^tÙ,^ d'oàPontire^ 
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Jb=:^g^j2^> & par les réduaions ordinaires i. ^=5 

"^ — ^3~ : c. à d. en fubftituant les S2^^^xc% des lettres^ 

^^/2^c/z^e AC = ^^^ B ^ j^.„ A :^ ,a/ AB x .o/A* ... 
Xe figne ^ a lieu lorfque l'angle A cft obtus , & c^eft Te 
figne + lorfquç cet angle eft aigu. On trouveroit pa^ 
: ..y • " AT» :Rftx/î«AC , 

reiUement tangAB^s=^ .^ ^ a— VAr- TI- 

* co/ C y. fin A -H ^0/ AC x.ro/A 

? cor A x/u B -f. co/AB X co/B r-. 

2^ Pour avoir le troifiértie anglç Cy après avoir 
trouvé l'un^elcongue 3es deux côtés ; foit réprifç Té- 

quation .l^ = agLHh^, de laquelle fait tirée une 
valeur de li?i=>C,ce qui donnera î^=t:l±^* 

, . , P K O B L EM E V<, . ' 

aiï.Suppôfimt ks minia données q^iu prûblême pr^T 
cèdent,, trouver ktroijimt mgk fans y employer d'autres 
exprejîonslque celles du côté. (^ des angles donnés. ' 

Solution. . 

Pour trouver plus aifément les formules .dont nous 

avons befoih , nous fuppoferons que les deux angles 

connus font' A' & C avèc-le côçé AC ; ainfi :l!aûgle B efi 

celui qu'on demande , dont il faut par. coriféqiipnt^ traiter 

4e(kiusm&-lé côfiHuS'?t>œinme inoonnus. Nousauronj 

d^abord par la- proportiott connue ' eijtre les fînus des 

angles & ceux des côtés ^oppofés, Jtn AB ou BK = ~ 

*&jfi/2 BC Qu/X = ^î cda pofé dans l e triangle GHO, 

l'on aco/ AB :fin AB^:; GH : HO qu ^>-^^^-/^^\ -^^ : i 

- ■ - sur -^ 
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s : , ; on àuffi par confiruâion K ï CftTA : î 

finhC: GH OU r : î : : / r^ « CH, donc G O =s 

&fh -fa - 

HO -t- CH =: ^-^ ^ — ; & à caufe dutrian-: 

gle reftangîe CXQ, on a R ? w/AB : : CO : CX ; & ett 

lettre s, r;—^ .. ^__-+ ^ . „^ ±: 

fq\/'r^m^ph^__ q^j enfin à Caufc des proportionnel^ 



mrr 



les MG , nG ,/X, CX, o nauraR: co/B : :/X : CX,ou 
r.n^-Zl'flh -4- /? Kr»;^-/-A* ^ ^w. l>nn ère cette 



m mr — .mrr 



équation ^g-=4^ H- /? »^r^»»^-/-fe- , ^î„;f.n. cha. 

que membre par £ , & faifent iifpàroîtrè le radical , pn 
aurap^n^ — 2pghn+g^h^=:q^m'^ — ''--^ omettant en- 
core à la place de m* fa valeur r*— n* , & faifant at-f 
tentiôn quep*4^ j^=!r*, on aura après avoir tout divifé 

parr^j n^ - lliLl = î*- i±._i!^. enfin 
rr r* r* 

complettant le quarré fuivant les règles ordinaires des 
équations du fécond degré., on trouvera , après diffé- 
rentes réduirions & fuBftitutîons , que l'équation de- 
^ent nl^m^^tlÇ ^ e, d?,i Vo. tire 



— r 

fm AxfinCxcofAC cof A x cofC] 



^^^TT' — ~' c'eft-à-dire, que . >;♦•;, 



, ^^- — RR --:- — R— • 

Dntrouveroît de même que .•••...;•*•• ^ 

^ fin Ax finBx eofAÈ \ cofAxcafB ^ 

CofC =: RR — ± R- ^ V"^ 

^.rA „ />^gx>Cxco /BC . cofBxcofC ^ ^ „ «• 
f^J A =5 — ^ j4- g 1 C. Vi. i*. if 
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On aiiifoit pu évker tods^ les calculs que nous avons 
eu à faire pour réfoudre le dernier Problême , en fe 
fervant d'un triangle dont tpuces les parties ferôient fup« 
plémenu de celles du triangle BAC , Se appliquant à 
ce triangle là formule de l'art. ITJ. pour en tirer par les 
fubftitutlons convenables la valeur du cofinus de l'angle 
cherché; rhaîs j'aî mieux aimé trouver cette valeur di- 
reélemetit", pour faire entendre davantage ces- fortes de 
folutions analytiques; 

CoROEtAlRE. 
^ * /. . *^ RRUjtn AB 

222. De la formule tangAC=s ,. ^ ,— ^,p — ;- 

donnée au n^. 220. on tirera' aîfémerit les valeurs fui- 
vantes de la cotangente d'un côté quelcorique,en renver- 

fant la fraélion , & metcâh^f cot AB pouf ^-f^ > & l'on 

trouvera co/AC«=a' — ^ ;^g? ■ -f. cot Ab X cojA = 

€otBxfinC ,^~ ^-^ ^w 

r un H- ^^f BC X COf C 

Problème VT. 

22^.ConnoiJfantdeuxcôtés^ Pufir des angles oppoféî 
à ces eûtes j trom^el* i"^, V angle- cortipris^ érltfé les deux 
côtés ; 2% U côté adjacent à V angle donné, (fig. 17). 

Sol ut ion. 

Soient AB & AC les côtés qu'on fuppofe connus» 
avec l^angle B oppofé au côté AC ; & que l^kngle A 
foit celui qu'il feut tfouvéf . Pour cela dan^ l'éqùarion 

-^ ssï-^-h- aff ( trouvée au n^ 220.> il faut cher- 

cher une valeur de pou iéfou de •^. qui font lé fînus, 

cofinus & la tangente de l'angle A. Pour une plus grande 
facilité , nous ferons la tangente ^ de Tanglc B =: r j^ 

» Hiv 



^ 
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celle -^ ctu côté AC = r , ce qui donnera d'abord p »— • ^ 

— — : -^ , ou en mettant V^r^— p*. à la place de j. 



X rr 



at ht l/^r*— 1>* 

P — 7-==. — — £. 5 d'où Pon^ tire cette é^quatîon du 

fécond degré p - ,^(,._^^.,.j == ,.x(r^+iV) > 
de laquelle il faut tirer la valeur de p. Le calcul fait, on 
trouvera n s=5 — rr^-r-g^^ ^ Ontrou- 

vera de même la valeur du cofinus de cet angle en ëK- 
ininant p au lieu de ^ , & l'on aura cette égalité . . . 

aifé de déduire l'expreffion analytique de la tangente d^ 
même angle. C.(l.F. !<>• T- 

20^ Suppofknt toujours que les côtés donnés font 
AB , AC avec Tangle B ; & qu'il faille trouver le 
^té BC , il eft vifible que tout fe réduit à trouver le 
fmus /Xou le cofinus GX de ce coté. Pour cela dans 

Péquation 2ii _. JA -+. ag dont nous avons fait 
ufage, je chafle les inconnues p & j au moyen de leurs 
.valeurs ^& J^^x ^ îLC / dans lefquelles c dôît êtïe 
regardée comme mconnue 5 ce qui donnera -^^^— ■— 

tL l/^r^m^-c^f^j^.agy d'oii il feroit aifé de tirer une 

valeur de # fuivant les règles ordinaires j mais comme 
on ariiveroit à une expreiCon a0èz compliquée , U faut 
voir fi l'on n'en pourroit pas trouver de plus fimple en 
fuivant Fanalyfe indiquée parla figure 17^ Ceja pofé,dans 
,1e triangle reélangle GXT» on aura co/AB:R::GX:GÏ; 

ou fc :r; : i: ±; doncTH =GH — GT=g~ . 
<le même triangle donne encore cof AB : Jin AB i^i 
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GX : TX ; ou ^ ; a ; : i : y ; & à caufe du triangle rec- 
tangle CHT , on ifin AB : R : :'TH : CT, ou « : r : : 

g —1^ . i:_^. Donc CT + TXou ex =^ _ 
* . * • « 46 « 

drr 4j_^-^d çjjgj^ ^ ^jjjjf^ ^^ ordonnées au 

cercle & à rellipfe GM : Gn : r^X : CX ; ou en lettres 

r:n:: j/'j^TIdî; §LZÈ£; d'oà l'on tire fur le champ 

a 
ani/'rr-da' = gff — bi^\ équation au cofinus .de BC 
beaucoup plus fîmple que la précédente , & de laquelle 

on déduira a ^ ''h±^^'\^r^b^ ^a^n^-^r^g^^ . ^^,,^^. 

veroît de même en réfolvant une autre équation du 
fécond degré que - 

fin BC ou c - ""''^ - ^'•' ^-'^ "^ -^ '' '' -g^*-^ : '^'"■V 

Ton tireroît auflî une valeur de la tangente du même 

côtéBC. C Q.F. 2^^. 

Problème VIL 

aa^, Connoijfant deux angles & Vun des cités oppcfés; 
trouver i<>, U côté adjacent y 2<>, le troijîeme angle S 
3^, le troipeme côté. (%• 17 )• 

- Solution. 

Soient A & B les deux angles connus avec le côté AC 
oppofé à l'angle B , & le côté AB eft celui qu'on veut 

trouver. Pour cela dans l'équation -£!•+• /ig = ^—^ 

qui renferme toutes les données du Problême, avec le 
finus 4 & le cofinus b du côté inconnu AB , il nVa qu'à 
chercher l'une ou l'autre des quantités a Scb traitée 
comme inconnue. Et pour fîmpliner le calcul autant qu'il 
'fçrapoffible, on diviftra 4'abordi chaque jacmbf? de 
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l'équation par f, puis en mettant t pour la cotangentc 

^ du côté AC, & s pour la cotangente — de l'angle B , 

& feîfant le finus total égal à Punité , Péquation devien- 
dra bq •+• at =ps ou q }/rr^aa = P^ — ^^ 9 d'où Pon 
tire aifément en élevant tout au quarré y & réfolvant 
réquation du fécond degré 
fnAB ou a ^ px^ db g K r^^- -f- gv -f v ^^ ^^^^^. 

roit de même en éliminant a , & réfolvant une fembla-- 

Ible équation du fécond degré 

cof AB ou b = PV±t1^r^.''^rr;jj^ ^^ ^^^ 

donc le côté AB parle moyen de ces valeurs, au moyen 
defquelles il feroit aufli facile de trouver l'expreffion 
algébrique de la tangente du même côté AB.CQ.F.i^.T. 
2^. Pour trouver l'angle C , je fais attention que 
l'analo^e entre les finus des angles & ceux des côtés 

oppofés donne Jîn C= -7-; donc pour avoir l'expreC- 

fion du finus de cet angle en n'y employant que les 
données du problème, on n'aura qu'a multiplier le finus a 

du côté AB par -7 , ce qui donnera cette expreffion 

fn C ^ JPJ^±g>/"r>rV+gV--j>-x- ^/^ C.Q.F.20.T. 

3*. Enfin pour avoir le troifîeme côté BC , il eft vifi- 
h\t quUl n'y a qu'à fe fervir de l'analogie ordinaire , ce 

qui donnera^m BC = tî^ltJt. C. Q- F, 30. T. 

Pk oblem e VIII. 
asy. Connoiffant les trois côtés (Tun triangle quel^ 
conque p trouver un angle quelconque au même triangU. 

Sqlution, 

irf — hâ. 

Soit reprife l'équation CX =5^— — trouvée au Pro* 
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blême VI. féconde Partie. La conftruftîon de la figure 
-donne fX : CX : : MG : nG ; on aura donc auffi c : 

::r:cofB=i , & en fubftituant à chaque 

lettre fa valeur, on trouvera pour un angle quelconque B. 

cojBsss JL ^ ^J ^ ^^ - -l on trouveroit 

j ô r\ ^o/BC X RR - cof AC x cof AB x R 

de même cof A = -i ' ,^^ — - — --^^ • 

•^ fm ACx fin AB ^ 

x^r.rr— r<>/ABxRR-r./ACxco/BCxR c. Q. F. T. 

•^ -- fin ACx finBC ^ 

Probxemé IX. 
22<J. Connoiffimi In trois angles d^un triangle fphé'» 



Digitized 



by Google 



I2f ASTRO N Mi E 

Premier Scholie* 

227. Si l'on compare les folutions des problêmes VI 
& VII , telles que ranalyfe nous les afah découvrir avec 
x:elles que nous avons démontrées fyntétiquement dans 
le fécond Chapitre , on ne peut s'empêcher d'être frappé 
de la différence prodigîeufe qui fe trouve entre les unes 
& les autres ; on feroit même tenté de croire qu'il y a 
quelque maladreffe dans Panalyfe algébrique , vu la 
complication des expreflîons qu'elle noua fait décou- 
vrir. Cette différence mérite d'être examinée avec la 
plus grande attention , & peut nous faire découvrir des 
vérités intéreflantes , qui pourroient avoir des applica- 
tions utiles. Je remarque d'abord que lorfque je réduis 
le triangle BAC (Jig. 1 5.) en deux triangles redaa- 
gles pour en trouver les parties ; fi c'eft Tangle A que je 
cherche , en fuppofant les côtés AB , AC connus avec 
l'un des angles B oppofés à l'un des côtés connus, les 
opérations indiquées fur la table générale des triangles 
obliquangles me font trouver cet angle par portions » 
en me donnant la cptangente delà première panieBAD 
!& le cofinus de la féconde partie CAD ; tandis que 
Tanalyfe algébrique ne fuppofe pas une telle divifion de 
l'angle BAC , & qu^elle cherche à découvrir tout d'un 
coup le finus ou le cofinus de l'angle entier BAC. 
C'eft donc de cette différente manière de procéder à la 
folutîon du problême, que vient auflî la différence des 
folutions qui n'eft, dans le vrai , qu'une différence appa- 
rente. Pour m'en convaincre encore plus (urement , fok 
nommé x le finus de l'angle BAD ; la formule 
cot premier feg. de l'angle = tang angle donné X cof 

côt^é adj. donnera rV^rr — xx=ibtx , en gardant les 
dénominations employées au problême VI. d'où I'q» 

tire X ou fin BAD as= - : ■ , Ôc par conféquent 
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c^rBÀD = — ■ La féconde formule du même 



ahiclè de la" même tâbie donne co/CAD=^^— 



'b^t^ 



& partant auffi nn CAU == ■ % 

donc au moyen de ces valeurs à caufe que BAC =s 
BAD iiCAD^ il fera facile d'avoir le fin us de ce même 
angle tout entier par le moyen de la formule du n®, 23. 

Jtn (Aj2B)g= :^ ■ ^ ^ - i-.,cnfuppofànc 

que BAD » A &que CAD g=B,d^oîi Pon tir e fur le 

sx{r^^b^t'-) 
précifément la même que nous avons trouvé en réfolvanc 
direftement l'équation du fécond degré du problême VI# 
On voit donc à préfent comment ces deux folutions re-: 
viennent au même , quoique très-différentes en appa- 
rence. On voit de plus avec quelle facilité la Trigono- 
rhétrie (phérique peut réfoudre par deux analogies des 
équations du fécond degré qui préfenteroient des radi* 
eaux très-compliqués. 

Second Scholie pour les Triangles fphériques reBartgles. 

228. On peut encore remarquer une autre différence 
entre les folutions fyntétiques & analytiques des Pro- 
blèmes de Trigononiétrie fphérique. Les premières ne 
doivent la fîmplicité de leurs formules qu'à ce que Ton 
a commencé par les cas les plus fimples , auxquels on a 
ramené les cas généraux plus compofés* Dans les der- 
nières au contraire , on ne fuppofe la folution d'aucun 
cas particulier plus fimple que le général. Ces cas particu- 
liers font tous renfermés dans la formule générale 9.& 
peuvent s'en déduire avec la plus grande facilité. Auffi 
rien de plus aifé que de tirer de ces formules toutes 
.celles qui ont rappon aux triangle; fphériques reélanglesy 
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en faisant attention que le finus d'un angle droit eS 
égal au rayon ^ & que foii cofinus eft zéro* Par exemple 
de la formule du n^ 214. ...••••• 

TangB = ■ ^^ ^Zrl^^^ii Ta' enfuppofant: 

^ JinABx cet AC ± co/AB x cofK '^'^ 

Tangle A de 90®, on tire tang B = ^f^^ j^ , 
de même la formule du n®. 216, -'"* ^ 

^Q Rxco/AB X cofAC±cofAxfmABxJmAC , ^ 

J "^ RR 

nera co/ BC = ^^/ABxco/AC^ p^^ j^^ ^^^^ fiippofx- 

R 
tions^Ia formule du n^« 22(^ donne ;,;••.•••• 

tang AC= >l^i^îf2£5 &ra/2gAB=>^^^^^g ^ 
R R 

&fafigBC=^î2i^y^. Les formules de Part, aai, 
donneront c^fB^^^'I^^cofC^tl^f^r^. 
De la valeur de p trouvée au n^. 223 , on tire, en fuppo- 
fant un angle droit 7?n B = >!^^f sJ^"^^^ u^ • La 

® ^ Jin ABx tang hC 

formule du cofinus dans la mêmefuppofition de l'angle B 
droit, fe réduira d'abord àj = -^— , parce que le ra- 
dical s'évanouît en comparaifon de ce terme , ce qui 
donne pour un triangle dont B feroit droit , R x cofh=^ 
tang AB x coe AC ; & fi c'eft l'angle A qui eft droit , 
on aura cofB x R = tmg AB x cot BC. Pareillement 
de la formule trouvée au fécond article du même n^ 

i!=, ^ — à caufe de ns=o, l'on tire tout 

de fuite ^= -î^, ce qui donnera pour un triangle BAC 

reftangk en A > cofAC = ^^^ g — &pour le finus, 
ftn AG « K.p/'AB-c./'BC p;\ê^g ^^,ç j^ 
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mîere formule du n^. 22^ donne B^x Jîn AB =s 
tang AC X cor B , parce que le radical s'évanouit étant 
multiplié par 9 ;?= o. Dans la féconde formule au 
contraire 9 il n'y a que le radical qui demeure j & qui 

fe réduit à cette équation fc = ■» 

ou co/AB :;^"^!^^^^^ ^"'^^^î enfin connoif- 
imi^ AC 

fant, outre l'angle droite les deux angles fuf l'hypoté- 

nùfe^ les formules du n^. 225 donneront celles-ci . , • 

co/AB= fîÇl?, co/AC=x !ffi3 Sccof BCx R =; 

cotBxcotC D'où l'on voit qu'en jettant un coup 
d'œil fur toutes ces formules , il eût été facile d'arriver 
au Théorème de Néper par le moyen des formules algé« 
briques ^ comme par les confidérations fyntétiques. Pour 
faire voir encore davantage la généralité de toutes ces 
formules , on pourroit en faire l'application aux djifé* 
rents problèmes de la Trigonométrie reftiligne. Les 
Commençants pourront s'exercer à ces fortes de re- 
cherches. Nous ajouterons encore ici quelques confidé- 
rations fur les conftruâions expliquées ^ux numéros; 
ao4&20j. 

Proble^he X. 

229. Suppofant que d'un angle quelconque d^un 
triangle fphérique quelconque BAC (jîg. 21.). l'on ait 
abaiflé une perpendiculaire fur le côté oppofé prolongé 
s'il eft néceffaire ; Trouver enJînuSf cojinusj tangentes ou 
cotdngemes. i^, Lei rapports desfegments de labafeaux 
angles adjacents. 2°, Les rapports des menus fegments avec 
les côtés correfpondânts. 3®, Les rapports desfegments de 
V angle vertical aux côtés adjacents. 4% Les rapports des 
fegments du mim ongU aux angles fur la bafe^ 
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•Solution. 
Imaginons que du point C l'on ait abaiffé laperpenéî* 
tulaire CP fur le côté AB prolongé s'il eft néceffairc. Il 
cft vifible que les arcs AP & BP aînfi que les angles 
AGP , BGP mefurés par ces arcs feront les fegments for- 
més par la perpendiculaire CP. 11 eft pareillement évî- 
deiït que la moitié G^C de la corde G'Cg' fera le fmus 
de cette même perpendiculaire j & par conféqucnt GC 
fera le cofinus de ce même arc. Cela pofé; dans le 
triangle reélangle GHC on aura d'abord ....;.. 
R: CGouco/CP : :fin AP:CH; & à caufe dçs pro- 
portionnelles rG , dG , IH , CH ; on a •..•... . 
cofA : R : : CH : Jîn AC ; donc en multipliant ces deux 
proportions par ordre on aura cette autre proportion • . . 
cof A : cofC? :: Jîn AV : Jîn AC; on trouveroit de 
même cofB : cofC? : : fin BP :fin BC , d'où l'on tire 
fur le champ/n AP :fin BP : :fin AC x cof A : fin BC 
^ . -, . ^_ fin B .fin A ^. 

xcofB::finBxcofA:finAxcofB::^.'^.. 

tang B : tang A : : cot A i.cot B ; ce qui fe trouve tout de 
fuite, en fubftituant dans le fécond rapport'/n B :/n A 
au lieu de /în AC :fin BC. D'où il fuit que les fmus des 
fegments de la bafe font entrhux comme les cotangentes 
des angles adjacents. C. Q. F. i% T. & D. 

2% A caufe que l'angle GCH eft complément de l'arc 
AP , & que pareillement l'angle GCX eft complément 
de l'arc feP , le triangle GHC donnera 
R : cofCP : : co/AP: GH = cof AC. Pareillement le 
triangleGCXdonneraR:co/CP :: co/BP: GX=co/BC; 
donc pui(que ces deux proportions ont le même premier 
rapport , on aura co/AP : cofB? : : cof AC : cof BC; 
c'cft-à-dire, que les cof nus des fegments de la bafe font 
comme ceux des côtés correfpondants. C. Q. F. 2% T. & D. 

On prouveroît de jnême qu'en abaiflant la perpendi-. 
culaire AJ" fur la bafe BC on zurohfn BS'ifn CS": : 
çot B ; cot C & que cofBS" : cof Ci": : cofAB : cof AC. 
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5^, Suppofons qu'yen eflFet on ait abaiflfë la perpendi- 
culaire A<f , & que l'on confîdere aftuellement les feg- 
ments BA<r, CÂJ" de l'angle BAC. On a vu ci-devant 
(n^2o5.)que Rfl i= AJ"; ce qui donne 6Ç égH au 
cofînus de cet arc perpendiculaire AS", Cela pofé, a caufe 
des proportionnelles RG , pG ; ôÇ", ZÇ", & parce que pG 
eft vifiblement égal au cofinus de l'angle BA^T, on. aura 
R : cofEAS" : : cofAS": Zf ; de plus à caufe que ZG =3 
Jîn B ( n**, 205:) & que l'angle ZGÇ" eft égal au com- 
plément de AB , on aura cpf AB : K : : Zl^ : Jîn B ; 
donc en multipliant ces deux proportions par ordre , on 

aura cofABicofBAS'iicofASxfinB 

on trouyeroît de même que cofACicofCAS" :: cofKfifinC 
donc on aura aufli cof BA^: cofCAi" : :Jin B x cofAB : 
Jîn C X co/AC :: Jîn AC x cofAB :Jîn AB x cofAQ : : 

^-^:^-j^: :cof AB: cor AC; c'eft-à-dire, que Us 

cojînus desfegments de V angle vertical font comme les co^ 
tangentes des côtés adjacents. 

4®, De la proportion entre les fînus des côtés & les 
finus des angles oppofés dans les triangles reâangles A<rB» 
A(fC, on tire Jîa BAS" xfinA^=i fin BS^ xjîn B , & 
Jîn CA<r X Jîn A<r =Jîn Ci" xJîn C; on aura donc 
Jîn BAcT : Jîn CAJ" : :Jîn BJ'xfnB :Jîn CS x JînC : : 
eof B : cofQ , à caufe que Jîn B<r :Jîn CS" :: cotBicotC^ 
commme on l'a démontré à la fin du fécond article: 
c'eft-à-dîre , que lesjînus des fegments de V angle vertical 
font comme les cojînus des angles fur la bafe. C. Q, F^i 
4% T. & D. 

S c H O L I £• 

230. On voit donc comment on a pu trouver par 
Tanalyfe, foit algébrique foit çéométrique,tous les Théo- 
rèmes néceffaires à la réfolution des triangles reftangles 
ou obliquangles ; en appliquant l'une & l'autre aux 
çonftruâions graphiques expliquées dans le Chapitre 
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précédent , on verra de plus qu'il y avoir encore plufieurs 
moyens de découvrir toutes ces vérités. Par exemple , on 
auroit pu arriver aux dernières analogies, par la confidé- 
ration des fécantes intérieures v^a/j.y ttS't /. De même , 
fi Ton fait attention que les arcs py^f^ font les mefu- 
res des fegments ACP , BCP formés par Tare perpendi- 
culaire CP avec les côtés de Pangle C , on verra qu'on 
auroit également trouvé les dernières analogies par le 
moyen des lignes yA^Vxi )84> ,/'^, confidérées comme 
fécantes inti^rieurcs. 

Si Pon fuppofe de plus que le triangle fphérîque de- 
vienne un triangle rcftiligne , il fera facile de reconnoî- 
tre ce que deviennent les quatre analogies que nous 
avons trouvées. La première jî/z BcT r^z/i C<r: icothicot C 
devient Bi: CcT: : cot B : cor C , c'eft-i^ire , qtie dans 
un triangle reâiligne Us fegments de la bafe formes 
par une perpendiculaire abaijfée de Vangle oppofé font 
comme les cotangentes des angles adjacents. En effet , 
fi l'on regarde A<r comme finus total , ces lignes feront 
les tangentes des fegments de l'angle BAC , qui font 
chacun complément des angles fur la bafe. La féconde 
analogie devient oo : oo : : oo : oo. Latroifieme donne les 
cofinus des fegments de l'angle vertical , réciproquement 
comme les côtes oppojes ; ce qui fuît néceflairement de ce 
que les trois angles d'un triangle ne valent que deux 
droits. Enfin la dernière analogie devient une* propor- 
tion dont les termes font identiquement les mêmes deux 
à deux par la même raifon , en comparant les antécé- 
dents & les conféquents entr'eux. 

Corollaire. 

231. Si l'on fuppofe préfentement que l'arc A<P 
dîvife Tangle BAC en deux également , à caufe que 
les; angles AiTB , A<rC qui font alors fuppléments 
l'un de l'autre, ont un même finus; on aura fin A<rB : 
finAB::finBA^:finBS'ScfinAiC:JinAC::finCAS: 
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^nCJ^ lyoii il fuit que dans ce cas les finus des feg- 
ments font comme les finus des côtés qui leur font oppo- 
fés ; & par conféquent dans un triangle reâiligne ces 
fegménts feront entr'eux comme les côtés oppofés , 
lorfque Ton aura divifé l'angle compris entre ces côtés ea 
deux égalementi. 

S C H Q L I É. 

23^. En jettant un coup d'œilfur toutes les formule^ 
que Panalyfe algébrique nous a fait découvrir, on voit que 
pour trouver le logarithme de la grandeur inconnue , il 
s'agit prefque toujours de chercher celui de la fomme ou 
de la différence de deux quantités données. Comme 
nous avons déjà indiqué la méthode de faire cette opé- 
ration , il nous fuffira d'en faire l'application à quelques 
exemples^ 

Exemple p^EMiEisié 

±^^. Suppofons qu'au triangle BAC (Jig. il.) oti 
eonnoît les deux côtés AB & BC avec l'angle B qu'ils 
comprennent ; favoir,le côté AB ==3 41^ p', BC ==2 
7 1 « 30' & ABC == 27^^ 8' ; l'on demande l'angle en A 
par la forçiule ( trouvée n^ ^14) *...*..•.# 
m A /»BxRR , 

Tang A ^^ ^^ ^Bx co. BC-.o/ABx.o/B ? "^^^ P^^^^"^ ^^ 
figne— -, parce que l'angle en A doit être aigu. Il eft 
vifiblc que toute la difficulté fe réduit à trouver le loga- 
rithme du dénominateur , ce qui fe fera aifément en re- 
gardant//! AB X cot BC comme un angle , & cofAB X 
cofB comme un autre angle , puis cherchant le finus de 
leur différence par la formule Jîn A -^^Jîn B = 2cof 
(|A^îB)xXiA~iB)(n^p7). 
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Opération par Logarithmes. 

^.ji4$20=/o^.co^BC. p.4037po=/og./«(-î A— ïB> 

J^î^zTéj^log.fin ii®43'2o"=:B. 0.^01030 = ^0^- ^ *• 

5^.876789 = /og.co/AB. 19.653151' ^oê^^f^^ft^^^^^ 

9.949^6^=log. cofB. dei£j65poi£ = /og./» B x RR. 

Pl6773=fog.>.4i^ 4'35'=A. 10.005874 = ^«^^-'«»« 45" *J' 14"^ 

Exemple IL 

234. Suppofant les mêmes données que dans Pexem- 
ple précédent, il faut trouver le 3*^ côté ACpar la formule 

/^ gorB X fin AB x fm BC H-- co/ AB x cof BC x R 
co/AC = — RR -^e 

regarde cette quantité comme Pexprefliôn d'un Cnus égal 
à la fomme des finus de deux angles , & je me fers de la 
formule fin A ^fin B=> d A+ÎB) x co/(iA— IB). 
Cela pofé, l'opération n'a plus aucune difficulté, & s'a- 
chèvera comme il fuit. 

9.9^9l64r^log.cofB. i A-MB = 130 46'4f • 

5?,8i8247=%>AB. .om^(iA^iB)== 80 ^ B/'- _ 

9.9169^7 ^log.fmBC. 5>.^055iP={^|:->(tA-#-îB)j 

5>.378a65 = log.ftnlf/^9'zf^B. 

Exe MP L E IIL 

. 23 J. Suppofons préfentement que l'on connoît les 
trois côtés AB, AC & BC du triangle BAC : fa voir , 
AB=4i^p^; AC = J2''35' 6'/&BC = 7ioyo^il 
s'agit de trouver un angle quelconque de ce triangle ; 
l'angle A , par exemple , en fe fervant de la formule • . . 
cof BC X RR - cof AC X cof AB x R ^ - 

,ofA= -^ y?»ABx>BC • C^"^ «P^^^- 

fion fe conftruirà par la formule Jin A — J?/î B du no. ^3 ; 
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le refte de Popération s'achèvera comme on le voit ici. 

9*^999^9 = iog» cofACm 
^.876789 = log. cofAB. 

co/BC=i8o 30' o" = B. 

A-f-B=5ç« 13' 56" io»ciAH-|B=i7^3^'^8'. 
A^B=i8o i3'56" iA— ^B= ^o 6'58\ 

romp .i4w.Jî« AB = o. 1 8 1 7 5 3 . 
comf^Aru.fin BC = 0.623043. 
logarith. de % =0.301030. 
/o^.co/(^Ah4B) = 9.9A7^6^ 
log*Jin(^-{ B ) = 9.I5>P85I* 

P.6J3145 logcof6^oi^'^^"-cofA. 

2^6. Puîfque les problêmes VI & Vil ( des n°* 223 
&224.) nous ont fait tomber 4ans des équations du fécond 
degré , on voit qu'il peut arriver dans certaines équations 
que l'on foit obligé de réfoudre des équations de cette 
nature ; & comme d'ailleurs tous les calculs d'Aftronomîe 
pratique fe font par les Logarithmes, il ne fera pas inutile 
d'indiquer ici la manière de trouver ces folutîôns par. les 
Tables des Sinus. C'eft par quoi nous ajouterons encore 
ici les deux Problêmes fuivants. 

Problème. 

237. Conjlruire par les Tables dçs Sinus Us racines de 
Véquation x^ ^ 2ax = bb. 

Solution. 

D'un point quelconque C avec le rayon CA = a 
ifig* ^4)> o^ décrira un cercle ADBd; à l'extrémité da 
rayon CA, l'on élèvera AL perpendiculaire à ce même 
rayon , Çc quî foit égale à la quantité b. Enfin par le cen- 
tre C & le point L, on mènera la ligne LiDCd terminée 
à la circonférence en d. On fait que les parties LD , Ld 
feront les racines de l'équation , comme cela fe démontre 
dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie ; ce qui eft 
d'ailleurs facile à reconnoître , puifque la tangente AI* 

I iij 
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Se la fécante Ld donneront Ld : LA : : LA : LD,ott al- 
gébriquement a ^y au'^bb ib ::b : LD (x). D'où 

Ton tire ax^x l/^aa -+- bb = W,ou x rau'^ bb =^ bb 
— ^jr; & en élevant tout au quarrë efl&çant ce qui fe 
détruit , & diyifant le refte par hb^x^^ aax=i=ibb. 

Cela pofé , pour ramener cette cohftrudion aux Loga- 
rithmes des Tables , foit encore élevée la ligné droite 
FL/ perpendiculaire à l'extrémité de AL, & terminée 
en F,/ aux prolongements des cordes At), Ai; enfin 
foient encore tirées les cordes BD, Éd. Tout ceci bien 
conçu , il €ft aifé de voir que dans le trîangk ïcâangle 
CAL Pangte ACL fe déterminera par cette analogie : 
CA (a): AL : (b)::r: tang ACL. Enfuite à caufe 
ides triangles femblables BDA, ALF on aura BD : DA :; 
AL : LF=:LD(;c). Mais Pangle ABD eft évidem- 
jnent la moitié de l'angle ACL qu^on vient de trouver^ 
on aura donc R : tang ^ A CL : : AL ( i ) : LF ou LD 
( x). Donc on aura la valeur de x par les Logarithmes , 
au moyen des deujç proportions que l'on yient de voin 
C Q. F. 1% T. 

:2°, Si Ton nomme hd , at , on trouvera que la même 
proportion donne l'éq^aation x^ — 2ax = bb. Dans ce 
cas, il faut faire <t: b ::lc rayon eft.à la tangente d'un 
angle , que cette règle de Trois fera trouver. Enfuite k 
caufe des triangles redangles femblables BrfA, AL/ on au- 
ra Bd : dA : : AL : Lf; on a^ufli Bd : dA : : Le rayon eft à 
la GOtangente de la moitié de l'angle BCi=îaACL;donc 
on aura encore le rayon eft à lacotangentede la moitiéde 
l'angle trouvé par notre dernière proportion , comme la 
quantité i eft à la ligne A/quî fera la raûine pofitiye dç 
l'équation xx -^ 2ax =s bb. Q Q* F. ?S T., 



R G B L E M E. 



258* Conjituire par les Tables des Sinus les raciflei^: 
¥ équation x^ -4- 2ax H(7 bb =, q (fig. 2^). 



Digitized 



by Google 



SPHE R IQUE. 13J 

Solution. 

A rextrémitë du rayon CA = a foît élevée une per- 
pendiculaire AL = i ; & par L foit menée la ligne LF/ 
parallèle à AB , laquelle coupera le cercle conduit fur 
AB en deux points F &/, ou même ne le touchera qu'en 
tin feul point , fi le Problême eft poflîble ; & donnera les 
racines LF , L/ qui feront celles de l'équation x^^ zax 
^^ bb =! 0. Car nommant FL , a' j à caufe de la tangente 

AL &de la fécante L/, on aura L/ ( a -+- }/^aa --^bb) : 
AL (b) : : AL (b) : LF (x). D'où Ton tire aifément par 
le produit des extrêmes & des moyens x^ •+• 2ax -+- bb 
s=î o; on auroit trouvé pareillement x^ -^ :iax -f- bk 
=o,fi l'on eût nommé L/, x. Cela pofé, fi l'on tire en- 
core les lignes AF, A/, FB, FC, FD,/^ , on aura 
d'abord au triangle reftangle CDF , CF : FD ou a : t : : 
le rayon eft au finus de l'angle FCD ; enfuite i caufe des 
triangles femblables BFA , FDA, on aura BF : FA : : 
FD: DA; mais l'angle en B eft évidemment la moitié 
de l'angle au centre ACF , & l'on aura BF : FA : : R : 
tang i FCA, Donc auflî R : tang^ FCA: :FD (b) : 
AD (x). D'où il fuit que l'on connoîtra AD ou x^ puif^ 
que les trois premiers termes de cette proportion font 
connus. 

2% Si l'on nomme L/, x , on aura encore à caufe des 
triangles femblables AFB ifdA; AF : BF ::fd: d\ 
= L/ou r : cotang j^FCA ::b:x. C.Q.F. T. 

2,^9 • On trouve quelquefois dans l'Aftronomie des 
Problêmes qui conduifent à des équations du troifieme 
degré , & particulièrement dans les calculs des mouve- 
ments des Comètes dans un orbe parabolique , c'eft 
pourquoi on fera bien aife de voir ici comment on peut 
réfoudre ces fortes d'équations par les Table des Sinus & 
de leurs Logarithmes. Avant de donner ces folutions , il 
eft bon de fe rappeller en peu de mots ce qui a rapport 

I iv 
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à ces (équations en général. Quant à la démonftration de 
ces différents articles , il faudra avoir recours à ce que 
M. CLAiRAUTa donné fur cette matière dans fes Elé- 
ments d'Algèbre. 

Nous fuppoferons donc comme des vérités démon- 
trées dans tous les éléments d'Algèbre: 

1°, Que toute équation du troifîeme degré peut fe 
réduire à la forme x^ ^px ^q=zOj dans laquelle on a 
fait évanouir le fécond terme- 

2% Que des racines de l'équation x^ -f- px ^q= o , 
il y en a néceflairemenc deux qui font imaginaires & une 
réelle, 

3^, Que l'équation x^ — px^ j = o, on aura né- 
^effairement deux racines imaginaires toutes les fois que 

^p^ fera moindre que— qq^ 

4% Qu'au contraire la, même équation aura fes trois 
racines réelles toutes les fois que ~r p^ toujours négatif 
fera plus grand que 7 qq; ce qui confUtue le cas que l'on a 
jnommé cas irréduHible. 

Quoique ces confidérations ne foient pas abfolument 
néçeflaires pour comprendre les folutions que nous allons 
donner, & qui en font indépendantes ; néanmoins elles 
ferviront à faire connoître que ces mêmes folutions ren- 
ferment tous les cas poflîbles des équations du troifîeme 
degré , en commençant d'abord par les réduire à n'avoir 
point de fecond terme , comme cela fe pratique aifément 
par les transformations ordinaires* 

Problème I. 

240. Trouver les trois racines (Tune équation du troi^ 
Jîeme degré de la forme x' — px H^ q = o , enfuppofant 

^ p' >► — qq ; c'eft- à-dire^ dans le cas irréduStlhlt^ 

SOI-UTION, 

On prendra Téquation ^x^ '^ ^r^ x ^rf- ss^o^ da&i 
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laquelle on fuppofe r plus grand quejy, afin d'avoir -^ p^ 
plus grand que -^ ?* 9 & qui par le moyen de l'indëtermi- 
xiée^ pourra repréfenter toutes les équations du troifieme 
degré qui appartiendront au cas irréduétible. Cela pofé , 
fi le dernier terme a le figne -t-, on fera j =:Jîn A , & la 
circonférence du cercle = C , ce qui donnera pour les 
racines de Péquation : 

A ^ A4-C ^ A4-2C 



X 



=fin-.x=:fin—— ,x=fin 



3 .. ^ 3 

Si le dernier terme de l'équation a le figne— , on 
fera y = cofh , & les racines de l'équation ^x^ — y^x 

— r^ = feront A'=co/—; x = cof — — ; x =s 

cof ' "^^ • La démonftration de cette pratique fe dé* 

duit fur le champ des formules générales démontrées au 
n^, 5*4 & J J fur les finus & cofinus des arcs multiples. 

Problème IL 

24.1. Trouver les racines de V équation x^ — px nh q 
dans laquelle on fuppofe jjip^ plus petit que ^<\q9c''ejl^à'dire^ 
lorfque cette équation aura deux racines imaginaires. 

Solution. 

On prendra comme ci-devant l'équation ^x^ -*• y^x 
'^ r^yy dans laquelle on fuppofera r<^y ; afin d'avoir 

5y /^^ -< — qq. Et d'abord fi Ton fuppofe que le dernier 

terme ait le figne — , on fera y =3 cofécante a A , la- 
quelle deviendra néceflairement connue toutes les fois 
que^ fera déterminée. Enfuite on cherchera un angle B, 
tel que l'on ait cot^ B=a r^ cor A , & la valeur de x fera 
copc 2B, Si le dernier terme a le figne 4- , alors il faudra 
regarder^ comme la cofécante d'un angle obtus, & le 
problême fc réfolvcrade la même manière. C Q^F. T. 
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Problème III. 

242. Trouver les racines de Véquation x' ^-i px IfT q 
te o laquelle a nécejfairement deux racines imaginaires , 
à caufe que -~y p' fera nécejfairement pojîtif. 

Solution, 

On prendra toujours Péquatîon 4^' ^^y^xZ^I r^y 
;=s O dans laquelle on fera y = cotang 2A , & l'on 
cherchera un angle B , tel que Ton ait cotang ^ B = r^ 
eotang A. La valeur de l'inconnue fera x s= cotang 28, 
CQ.F.r. 

Démonflration des deux dernières Solutions^ 

243. Soit que r foit plus grande ou plus petite que^, 
il eft toujours vrai de dire que l'équation ^x^ •— 3r*x 

— -r*j=îO, eft la même que celle-ci (x + V^x^ — r^)*. 

=5r^ (jy+ï^jy*— ^r"^ ) comme on va le démontrer , 
d'où il fuit que la valeur d'r en y tirée de la féconde , 
réfolvera la première équation : tout fe réduit donc à 
prouver l'identité de ces deux expreflions. Pour cela , je 
remarque d'abord que par les foi:mules du n®. 25) , on a 
eflêntiellement 4^^ — 3 r^ a: — r^^ == o. 

Cela pofé , fuppofons pour un înftant que l'on ait 

(x-hV^AT^—r")' = r' (7 + ï^/ — r') en faifant le 
cube indiqué , on aura ^^ — ^r^x — r^^ +^(4x*— r*) 

l^x^ ''^r^ =s^^r^ y y^ — r^ dans laquelle je retrouve 
les termes ^^ -^ ^r* x — r^y tjue je fais déjà être égaux 

à zéro. Ainfî tout fe réduit à prouver que 4*^ — r* 

>: y^x'^ — r^z^ — r"^ V^jy^ — rS Pour cela , f élevé tout 
au quatre , & je trouve i6x'^ — ^ 2^r^,x^ H^ prV 
*^ r^ :=szr^y^ — r^ , ou ce qui revient au même i6x^ 
•— 24r*A;*4-pr^x^== r^^% laquelle eft précifément le 
(quatre de l'équation ^xl — • ^r^x =; r^y. D'oà fuit la 
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vérité de ce qu'il falloir prouver. Mais fi Ton fûppofe r 
plus petit que y comme nous Pavons fait y8cy=s=s cofé^^ 

c^/zrede2A,onauraï^jy^ — r^=scotang 2 A. Pareil- 
lement Cix =: coféc 2 B ; y^x' — r^ fera cotang 2 B. 
Donc en fubftituant ces valeurs dans l'équation . . . 

(x^y^x^^—r-) =^r^(y -+-'''^^jy^— r*)onaura cette 
nouvelle équation ( cofec 2B + cotang 2B ) ' =j 
r^ ( cofec 2A 4- cot2K). Et à caufe que par la formule 
du n°. 8p on a cofec 2A + cot 2 A =; cotang A ; on aura 
par cette fubftitution dans chaque membre de la dernière 
équation cot^ B =ir* cot A. D'où il eft aifé de trou- 
ver cot B , lorfque A eft connu , & par conféquent 
d'avoir la valeur de x quç nous avons fait =5 cofec 2B, 
C.Q.F. i^D, 

2», L'on prouvera de même que l'équation ^x^ -+1 
^r^x '. — r^y = o eft ' identiquement la même que 

(X 4- ^x^^rn' =? r' (7 4- »^/ + r^)- Et fup- 
pofant, comme nous l'avons fait,^ =? cotang 2 A &cx=^ 
cotang 2Bi die deviendra (cotang 2B -t- cofécante 2B)' 
s=zr^ (cotang 2 A '^r cofec 2A); &en dernier lieu cot ^ B 
s== r^ cor A, d'où il fera facile d'avoir Parc défigné par B 
par la valeur de A , & par conféquent cot 2B qui eft la, 
valeur de l'inconnue x dans Péquation. C. Q. F. 2^^ D. 

Pour feire encore mieux fentir l'avantage de ces fo-» 
lutions , nous en ferons tout de fuite l'application à de9 
çxemplçs paniculiers. 

Exemple I. 

244. Trouver les racines de V équation x' — jx— i 
s= o, laquelle doit avoir fes trois racines réelles , à caufi 
q^ue ~ p^ ejl négatif ù'plus grand que ^ qq^ 

Solution* 

Pour comparer cette équation avec l'équation 4^^*^ 
•w^jr^iîTwpwr^^sssO, je commence par divifer tous k^ 
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termes de cette dernière par4 , & je trouve x^ — ^r^£^ 
ir*j=:o,quidonne^r* = 3,d'oii Pon tire r = 2^ 
& par conféquentjy=i: i. 

A caufe que le dernier terme éft négatif, il faudra j 
Clivant ce que nous avons dit au premier Problême 
n^ :z4.o, faire jK =scofA ; & parce que ce cofinus eft 
la moitié du finus total, il faut qu'il foit le finus d'un 
angle de 30°, donc on aura A =.do°. Par conféquent 
les valeurs de a: feront co/20^, co/i4o% c^/26o% ou 
X =^fin 70^ xj^—fin 5-0% x=^^Jin lo"* pour un 
rayon qui feroit exprimé par 2. C'eft à-dire , que les 
valeurs réelles de x font doubles des finus des Tables 
qui répondent aux angles trouvés. 

Exemple IL 

24 J. Trouver les racines de V équation x' — x — 5 
's= o , laquelle doit avoir nécejfairement deux racines 
imaginaires , à caufe que ^7 p' eft plus petit que ^ q^. 

Solution. 

Je compare cette équation avec Téquation 4.^' — 
^r^x — r*jy= o; après avoir divifé tous les termes de 
cette dernière par 4,& je trouve^ r^=^^9 ce qui me donne 

»■ = 77^ > & ^ = 1 8 que je dois faire égal à cofec 2 A. 

Pour trouver cet angle dans les Tables, je fais d'abord 
cette proportion : 

-^-- : 1 8 : : le finus total des Tables qui eft i : p r 3 

qui eft l'expreffiori d'une cofécante. Enfuite , parce que 

l'on a colécante A=: 7— r-, l'aurai /?/zj2A == -7 — r ; ce 
fin K^ ' ^ cofec xA^ ' 

qui fe trouvera par les Logarithmes , en ôtant du dou- 
ble du Logarithme du finus total celui de p \^^ , & l'on 
trouvera ^/z zh = 0,8071^6 ou 8,807 Ipd ^^^^^ ^* 
caraôériftique desTables.Ce nombre répond à 5° 40^40" 
donc A =?:î i'' 5*0' 20'^ 
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Préfentement pour avoir l'angle B qui doit détermi- 
ner la valeur de x par la cofécante du double de cet 
angle : au nombre Hy^P^^^J j'ajoute le double du 
Logarithme du finus total , & j'en prends le tiers, ce qui 
me donne cotB = cot 17^37' y o'^; & partant B =3 
17® 37' 50'' ^^^^ I21 cofécante du double, c'eft-à-dire /* 

la fécante de 54^44' 20^' multipliée par -y=i fera U 
racine demandée de l'équation propofée. '^^^ ^ 

Exemple III. 

^4(f. Trouver les racines de V équation sjx^ + 75'x 
•— 46 =0 ^wi /2 nécejfairement deux racines imaginaires^ 
à caufe que le fécond terme a lejîgne -rH» 

Solution. 

Pour comparer cette équation avec Téquarion 4a:^«+» 
^r^X" — r^jy =0 , je commence par divifer tous les ter- 
mes de cette dernière par 4 , & ceux de la propofée par 
^y î ce qui me donne ces deux nouvelles équations 
xi 4-ir^Ar— i:r*j== o, &cx^ 4-30: —^ == o, d'où je 
tire par la comparaifon des termes correfpondants r ==2 
Scy=i vt* Po"r découvrir quel eft l'angle A tel que ^, 
foit la cotangente de fon double, je fais cette proportion: 
Le rayon 2 que je viens de trouver eft à ^ : : le finus 
total des Tables 1,000000 eft à la cotangente d'un an- 
gle , qui eft celui que nous avons nommé 2 A dans le 
troifieme problême. Faifant l'opération par les Loga- 
rithmes , je trouve 10,036212 qui répond à la tan- 
gente de47® 23' 10''; par conféquent A = 230 4i'3j''; 
avec cette valeur de A on trouvera comme au problême 
précédent B =5 370 13' 54'', & la tangente de complé- 
ment du double de cet angle étant multipliée par z , à 
caufe que nous avons trouvé r = 2, fera la racine de 
cette équation. C. Q. f. T. 
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Observation. 

Nous remarquerons que cette folution des équation^ 
du 3*^ degré par le cercle,donneauflî ncceflairement celles 
des équations du 4* degré , puifque les équations dii 
4.^ degré fe réduifent à une du troifieme ; comme cela fe 
démontre dans tous les Traités d'Algèbre* On obfervera 
de plus qu'il feroit facile de trouver dans chaque degré 
des équations qui fe réfolveroient comme Celles-ci par le 
cercle ; mais elles ne pourroient pas réfoudre de la même 
manière tous les cas de ces équations. Ce que nous avons 
dit ici , fufiît pour l'ufage ordinaire* 



CHAPITRE CINQUIEME. 

Des Analogies différentielles des Triangles 
fphériques & reBilignes quelconques^ 



PREMIERE SECTION. 

Lemme premier, 

247. ./ jA différentielle d'un arc (fig. 26) ejl â celle 
dujînus du même arc , comme le rayon ejl au coJinuS' du 
même arc. 

Démonstration. 

Soit un arc quelconque AM que je nommerai f dont 
le fmusfoit MPque je défignerai par s, le cofinus CP 
ue je nommerai u , la tangente AT = r & la fécante 
T =3^. Il faut prouver que di: ds::r ; u. 
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Suppofons que Tare AM foit devenu Am, & foîent ti- 
rées les lignes Cmt , mp ; foit de plus décrit du centre C 
avec le rayon CT Tare TS. Enfin par le point M foie 
menée Mr parallèle à C A : il eft vifible par cette conf- 
truélion que l'on aura Mm t=:d^ ^mr= ds^ Mr = — 
if w ( à caufe que Tare AM augmentant , fon cofinus di- 
minue) , icTt=idty tS=dy. Cela pofé, à caufe des 
triangles femblables mrfA , CPM , on aura CM ( r ) : 
C? {u) : :Mm (di) : mr (ds). CQ. F. D. 

Lemme second. 

248. La différentielle d^un arc ejlâ celle de fa tangente^ 
€ommt le quarré du rayon eji au quarré de lafécantès c'eftr 
à-dire, que l'on aura d^ : dt : : r^ :yy. {jig. 26). 

Démonstration. 

A caufe des fedeurs femblables CMm , CTS on aura 

CM ir):CT(y)::Mm(idi) :TS =^, Déplus 

les triangles reôangles CAT, TSr font auflî fembla- 
bles , puifque , lorfque les lignes CT , Ct font prêtes à 
coïncider, l'angle en t ne diffère point de l'angle enT* 

Ainfî Fon aura CA : CT: : ST : Tt, ou r:y: : — -Z 

dty d'où l'on tire fur le champ d^ : dt : : rr : yy^ 
C. Q. F. D. 

Lemme troisième. 

24p. La différentielle (tun arc eft à celle defafécante^ 
comme le quarré du rayon eft au produit de lajecantepar 
la tangente , c'eff-à-dire, que Ton aura di : (fy : : r^ ; ty^ 

DéMONSTR ATION. 

Il eft vîfible que St eft la différentielle de la fécantc , 
mais nous avons déjà trouvé ST = ^!— ^; donc en com- 
parant encore les côtés homologues des triangles fen^- 
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blables CAT , TSr , on aura CA : AT: ;ST : Sf , oa 

v d ^ 
rit:: : dy , d'où l'on déduit fur le champ d { : 

dy : :rr : ty. C.Q.F.D. 

CoîlOLLAIRE, 

2^0. Donc en réuniflant ces différentes expreflîons , 
on aura pour la différentielle ou la fluxion d'un arc quel- 
conque X 9 dj =-^— !^ = — ( en fè fcrvant de la 

g. , . r ^ ^^^* ' "^' ^^^y ruât 

fluxion du connus ) = == — = -: — = » 

^ y y ^ y *y y^ 

On trouveroit avec la même facilité des formules pour les 
cotangentesou les cofécantes; celles-ci nous fuifiront pouç 
tout ce que nous aurons à démontrer dans ce Chapitre. 

S C H O L I E. 

25*1. On auroit pu démontrer ces différentes analo- 
gies par les formules que nous avons expofées au premier 
Chapitre. Par exemple , le Lemme premier auroit pu fe 
conclure immédiatement du num. 85.7z/2(A-t-B)=5 
fnAxcofB'+fmB x cofA. Car on zd/inAM = 
fin ( AM-4-mM.) '—Jîn AM. Maïs pour un arc éva- 
souiffànt d ^, le cofinus eft égal au rayon ou à l'unité , & 
le finus de ce même arc di , fe confond avec cet arc lui- 
même. OnzuT2LàoncJîn(i^di)=fin i + zcojz 
udz ■ . ^ . ,. ^ , 

= s 4- ; donc a 5 o\x fin {i^^di) — 5= j-H 

.^^-^ s = ^-^ Les autres formules auroient pu fc 

r r • 

déduire avec la même facilité des formules expliquées 
au premier Chapitre. 

Lemme IV. 

252. Si des trois angles £un triangle fphériquequeW 
conque BAC comme pôles (fig. 1 1) on décrit fur la fur-^ 
face de lafphere un nouveau triangle fphérique DEF ; je 

dis 
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Ss que les variations des angles D , E , F de ee nouveau 
triangle feront refpeBivement égales à celles des cotés op'^ 
pofés AB , AC & BC du triangle BAC ; Gr les variai 
tions des côtés DE, EF & DF du même triangle feront les 
mêmes que celles des angles oppofés du triangle BAC , &• 
réciproquement pour les variations des parties du triangle 
BAC â V égard des parties du triangle DEF. 

DÉMONSTRAtlON* 

Cette propofitîon eft une fuite évidente de ce que l'on 
a démontré au n^ 131 ,& de ce que les angles fupplé- 
ments Pun de l'autre ont néceffairement le même finus , 
même cofinus, même tangente, cotangcnte, fécante & 
cofécante. C.Q.F.D. 
'- . .. ■ . , ■ 

IL S E C T I O N. 

Pes uariations d^unTriangle fphériijue ou re^iligne 

quelconque^ dans lequel onjùppofe un angle con/-* 

tant > ainfi que le coté qui lui ejl adjacent^. 

Théorème I. 

2J3.0/ dans un triangle fphérique quelconque BAC 
( fig.27) onfuppofe un angle quelconque comme A, confiant 
4ivec le côté AC adjacent à cet angle; on aura toujours cette 
analogie : La différentielle de Vautre côté adjacent à Vangle 
confiant efi à celle du côté oppofé, comme le rayon efi au 
"cofinus de Vangle oppofé au côté confiant i c'eft- à-dire , 
fuivant nos fuppofitions pour la figure 2^ que . . . . • 
dAB:dBC::K:eofB. 

.Démonstration. 

Suppofant que le côté AB foit devenu Afi , c*eft-à-» 

dire , qu'il foit augmenté de la petite quantité Bj8; fil'on 

tire CjS, & que fur ce côté on prenne Cb =s CB eadécri- 

,vant du pôle C le petit arc de cercle BtjtiS fera l'aug- 
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mentatîon ou la fluxion du côté CB ;& le petit triangle 
Bii8 fera reftàngle en fc, & pourra être regardé comme 
reâiligne, à caufe de lapetiteffe de fes côtés; ainfi les 
côtés de ce petit triangle feront comme les fihus des angles 
oppofés. Mais Tangle en fi eft fenfiblement égal à Pan- 
gle B, & par conféquent l'angle fiBb fera complément 
de ce même angle ; on aura donc BjS ibfi: :K: co/B,ou 
dAB:dBC:iK:cofB. aq.F.D. 

Corollaire I. 

aj4. De cette proportion & des formules démontrées 
au Chapitre précédent , on déduira aifément les analogies 
fuivantes. Le n^ 225 donne en fubftituant à co/Bfa va- 
leurdAB : (f BC ::/nAB x/nBC : R xco/AC— - 

cûfABxcûfBC. & (n^ imi ) : : R: ^-^^ — 

_ cofAxcofÇ ^ Sj p^j^gl^ ^^ A^ft |ç ^^ô, : : RR • cof AC 

xJîtiQ::tangBC:îangAB{n''.22Sy 

GOROLLAIRÈ II. 

2 J5^. Si le triangle eft re6liligne,on aura toujours dans 
les mêmes fuppofitions d AB : d BC : : R : cofB. 
TheoremeII. 

2^6* Suppefant les mêmes chofes qu" au Théorème précé^ 
dent i je dis que la différentielle du côté variable adjacent 
â V angle confiant eft à celle de V angle oppofé à ce coté , 
comme le finus du côté oppofé à V angle confiant eft au 
Jînus de V angle oppofé au coté conftant ; c'eft-à-dire , en 
appliquant cette analogie à la figure 27 ; que Ton aura 
dAB:dC::finBC:finB. 

Démonstration. 

Soient prolongés les côtés CB, Gfc, jufqu^à ce qu'ils 
^yent chacun po®. IleftelairquerarcF/feralamefure 
de la variation de l'angle Ce Gela pofé, à caufe que leS 
petits arcsF/,Bè font d'un même nombre de degrés. 
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t)ïî aurai?/: Bi : : R : fînBC; d'ailleurs à caufe du triangle 
B fc i8. Bi : Bjg : :Jîn B : R ; donc en multipliant ces deux 
proportions par ordre , on aura F/: BjS nJinB :Jîn BG 
ou dC : dAB: :Jîn B :Jin BC> & inpertendo dAB ; 
dC::finBC:finB. C.Q.F.D. 

Co R 0£ L AIRE I. 

257. Si à la place icjîn B & icjîn BC , on fubftîtue 
à ces quantités leurs différentes valeurs déduites de la 
proportion entre les finus des angles & ceux des côtés 
oppofés , on trouvera cette fuite de rapports égaux; 
dAB : dC : :fin^ BC : fin AC xfinA: : fin AC 
xjin A : fin" B : :fin BCx fin AB ifin C xfin AC ; : 
fin A x/n^B : ifinACxfin^ C. 

C O ROLLAIRE îh 

2j;8. Si le triangle eft reéliligne 5 alors le fînus du 
côté BC'fe confond avec le côté BC lui-même ; ainfi le 
Théorème devient dAB'.dC: : BC :fin B. 

Théorème III, 

27p. La différentielle du côté oppofé à V angle confiant 
efi à celle de l^angle variable adjacent au côté confiant ^ 
tomme le finus de ce cèté multiplié par le cofinus de Vautre 
angle^ efi au produit du finus de ce même autre angle par le 
rayon ; c^efi-à-dire, que Von aura dBC : d C ^^fin BG 
X cofB : R xfin B : :fn BC : tang B. 

Démonstration. 

PuifquePona(n^ 253) dBC : dAB: :cofB:K, 

& que par le Théorème dernier on a d AB : d C : : 

fin BC ifinB y on aura en multipliant par ordre d BC : 

dC : :fin^C x cofB iKxfmB: :fin BC : tang B. 

CQ.F.D. 

G ORO L L A t RE L 

u6o. Si Ton fHbftitue ^fin BC fa y?Xt\iT J^'''^^l^'' . !! ^ 
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on aura cette nouvelle analogie dBC : dC: ijîn A^ 
fin AC : tangBxfin Biifin^hCx cot AC ^finBC x 
cofBC X cofC : R' xfin C. 

Corollaire IL 

a6i. Si le triangle eft reftiligne, les mêmes fuppofî^ 
tions donneront d BC : ^ C : : BC : tang B. Car le fînus 
de BC devient le côtéBC lui-même. 

\ Th é OREldE IV. 

sl62. Suppofant toujours les mêmes conditions , je dis 
que la différentielle du côté adjacent à V angle confiant , efi 
à la différentielle de V angle adjacent à ce coté ; comme la 
tangente du côté oppofé à V angle confiant efi au Jïnus de 
Vangle oppofé au côté confiant j c'eft-à-dire , que l'on 
aura d AB : dB : : tang BC ifin B. 

Démonstration. 

Suivant les fuppofîtîons du Théorème, dans le triangle 
DEF ( jîg. Il) dont toutes les parties font , par conf- 
trudlion , fuppléments de celles du triangle BAC j Pan- 
gle en E & le côté DE qui lui eft adjacent , feront conf- 
tants. De plus par le Lemme IV de ce chapitre , les va- 
riations de l'angle D & du côté DE feront refpeftivement 
les mêmes que celles du côté AB & de l'angle B du 
triangle BAC; mais par le dernier Théorème on a rf DF : 
dD : : fin'DF : tang F; donc parce que les angles fup- 
pléments l'un de l'autre ont même tangente & même 
îinus , on aura 5 en fubftîtuant à ces quantités , leurs Cor- 
refpondantes au triangle BAC y & faifant un invertenda 
rfAB:dB: itangBCifinB. C.Q.F.D. 

Corollaire I. 

253. Puifque l'on a d AB : dBz: tang BC :fn B, 
&qu'on a auffi (n^ 2^6 ) dC : dAB : :fïnB:finBC, 
on trouvera , en multipliant ces deux proportions par or* 
(dre dB ; dC ; ifin BC : tang BC : ; cofBC : R : ; 
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tofA X R+ co/B X cofC :fin B X J&i C(n''.26^) : : 
cofA xfin AC xfin AB + co/AC xJînABxE: R*, , 
çn mettant pour cojîn BC fa valeur (n^. 216 )• 
Corollaire IL 
2(f4, Si le triangle eft redWîgne , alors Jïn BC=3 
tang BC; d'où il fuit que les variations de chacun de^ 
deux angles font égales ; ce qui doit nëceflairement ar- 
river, puifque dans un triangle reéliligne quelconque la 
fomme des trois angles eft toujours une quantité conf-* 
tante ; & que d'ailleurs nous avons fuppofé un angle 
conftant, 

IIL SECTION. 

Des variations à! un triangle fphérique ou reâtiligne 

quelconque dans lequel onfuppofe un angle 

confiant avec le coté qui lui ejl oppofé. 

Théorème V. 

^6^. S^ppoâANT au triangle BAC (fig. a8 ) Vangît 
en A conjlant avec le côté BC qui lui eft oppofé ; on aura 
toujours la différentielle à! un angle quelconque à celle du 
côté oppofé y comme la tangente de cet angle eft à la tan^^ 
gente du côté oppofé ; c'eft-à-dire , que Pori aura ces deux 
analogies z dB : dAC : : tang B ; tang AC ou dC : 
d AB : : tang C : tang AB. 

Démonstration. 
Puifque l'angle en A du triangle BAC avec le côté 
BC qui lui eft oppofé demeurent conftants , & que la pro- 
portion entre les fmus des angles & ceux des côtés qui 

leur font oppofés , donne /z/z C = V^\ ■• xfin AB ; & 

fin A J^^ 

j(zn B = i gw xfÎK AC; il eft clair que-les variations de 

Jîn C Ôtfin B feront comme celles des finus des côtés AB, 
AC qui leur font oppofés ; ce qui donnera dftn C =s 
iJittAB. Done(a®.250)la variation de.Parc qui mefure 

K iij 
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l'angle C,feraà ceUede l'arcAB:: J^iÉl^^ . qu 

^ cofC cojAB * 

ce qui revient au même y dCid AB : : * ■ ^ * '-v" a * 
* co/C • cofAB 

mais iT^/î C : i/n AB : :Jîn C : 7?;i AB; puifque le 

rapport de fin C .Jîn AB doit être un rapport confiant : 

donc en fubftituant ces quantités à leurs proportionnelles 

& enfuite les tangentes auxquelles elles fe changent, on 

aura dC : dAB : : tang C: tang AB. On feroit voir de 

même que ^B : ^ AC : : tang B : rang AC. C. Q, F. D. 

COKOLLAIRE I. 

266. Si A = po^, on aura d C : ^ AB : : R :Jin AÇ, 
& pareillement dB : dAC : : R :Jin AB ( n*". 228 )• 

Co ÏVOL L AIR E II. 

\ 

2^7. Si le triangle eft redlilîgne , les variations des 
angles B & C font égales ; puifque la fomme des trois an- 
gles , ainfi que l'un de ces angles, font des quantités 
confiantes. De plus les tangentes des côtés AB, AC fe 
confondent avec ces côtés mêmes,ainfi Fon aura : La diffc' 
rentielle d^un angle quelconque eji à celle du côtéoppofé, 
comme la tangente de cet angle eJi au même côté oppoje , ou 
dC : iAB : : tang C : AB, ou à caufe que dC =q 
liBî dB : dAB : : tang C : AB & iC : dAQ : itang B; AC. 
Théorème VI. 

2<?8. Suppofant toujours un angle confiant avec le côté 
qui lui efi oppofé ^les variations des côtés feront comme les 
cofinus des angles oppofés^ & celles des angles comme les 
cojînus des côtés qui leur font oppofés ; c'efl-à-dîre, que 
dABidAC : : cofCicofB, & quedB:dC:ico/AC : co/AB 
( j%. 28). Démonstration. 

Ayant pris Dfc = DB, & De == DC , il efl vifible 
que les angles enb ^ e feront des angles droits , & de 
plus que bcs=ifiy; ôtant de Ces quantités égales la partie 
commune ^c, on aura ^b =5 cjr. Cela pofé dans le 
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triangle reélangle jS i B , on aura Bja : ii3 : : R : cofh ; & 
dans le triangle rçâangle Cc^jOn a auffi cyiCy:: co/CrR; 
donc en multipliant pjir ordre, pn aura B^ : C7 : : cp/ C : 
co/B ; ou d AB : iKC : : çofC : cofB. C. Q. F. 1 ^, D. 
2^f En confidërant le triangle DEF (^^. 1 1 ) dont 
toutes les parties font fupplémcnts de celles du triangle 
BAC , on trouverpit d DE : dEF : : cofE: cof D. 
Donc en fubftituant à chaque terme leurs correfpondants 
du triangle BAC , on aura âB:dC:: cof AC : cofAB. 

Corollaire L 

2^9. Puîfque l'on a d AB : d AC : : cqfC : cofB 9 
on aura auffi (n^225') : : cof AB x Jîn AB x R — 
cofACx cof BC xfin AB : cof AC xfin AC x R — 
cof ABx cof BC X fin AC-, & puifquei'on a auffi dC: 
dB : : cof AB : cof AC, on aura auffi en mettant pour 
cof AC fa valeur , ^c divifant les deux derniers termes par 
TAU Ji-» JT> cofBxftnBxtangAB ^ 

cofAB;dC: dB : : 'rr — ^' -Hcq/BC:R. 

Corollaire II. 

270. Puifquc l'on a par le Théorème V i AB : dC:: 
tang AB : tang C , & que par le Théorème préfent 
dC : dB:: cof AB : cof AC , en multipliant ces deux 

proportions par ordre on aura • . 

dAB : dB :: Kxfin AB : tang C x cof AC ; on 

trouveroit de même que . • 

dAC:dC: : Kxfin AÇ : tang B x cof AB. 

Sil'on fubftitue dans ces deux proportions ^Jîn AB & 

à>AC leurs valeurs refpeàives -^" ^^ ^/f^ ^ & 
fmABxfmB „ >^ 

^^Q > on aura ces nouvelles analogies : 

d AB : dB : : tang ACxcofC:KxJîn B 
& . , dAC: dC: : tangABxcofB:KxfînC. 
Pareillement, fi Ton fubftitue encore dans la première 

K iv 
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fin AC V R. 

proportion à cojîn AC fa valeur ^ — - , on trouvera 

dAB : dB: : tang AC xJînAB: tang C yjîn AC : : 

Ung ACxco/BC — > ACxceTAB J^Bx^ACx/aAR^ 

R. 

Enfin , fi l'on fuppofe Tangle A de 90®, on aura dans la 
dernière proportion d AC : dC: : {Jin 2.AC:R x cot C; 

en mettant pour tang B fa valeur ^^^^ & pour co/AB 

cof BC 

fa valeur; & mettant pour Jin AC x cof AC l'expreflion 

qui lui eft égale par le n®. 14. 

COROLLAIRB III, 

271. Si le triangle eft redlilîgne , les variations d^s. 
côtés feront toujours comme les cofinus des angles op- 
pofés ; & les variations des angles comme les cofinus des 
côtés oppofés. Mais dans ce cas, les côtés étant ou pou- 
vant être confidérés comme des arcs infiniment petits , 
leurs cofinus feront tous égaux. Donc les différences des 
angles feront auflî égales entr'elles , comme on peut s'en 
convaincre d'ailleurs. 

IV. SECTION. 

Des variations d^ un triangle fphérique ou reSiïligne^ 

lorfque deux de fes cotés demeurent confiants ^ 

Théorème VII. 

1272. J-'^ variation de V angle compris entre tes deux 
cités confiants eft à la variation d^un quelconque des deux 
autres angles , comme le produit dufinus total par leftnus 
du côté variable , eft au produit dufinus du côté oppofé à 
cet angle par U cofinus de Vautre angle (adjacent à ce 
même côté; c'eft-à-dire, qu'en fupppfant les côtéi AB^ 
AC confiants (fig. 2^ ) 
on aura d AidBiiRxfinBC : fin AC x cofÇ 
OU bien 4 A ; dC::Rxjî/i BC:j?/i ABxctJ'R, 
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Démontratiok. 

Suppofant que Tangle BAC foît devenu BAc ; foîent 
prolongés les côtés AC , Ac juRju'à ce qu'ils foient des 
quarts de cercle ACF, Ac/. 11 eft clair que F/ fera la 
mefure de la vajiatîon de l'angle en A. Soient pareille- 
ment prolongés les côtés BC , Bc en G & g} enforteque 
BCG, Bcg foient des quarts de cercle ; il eft encore 
vifible que Gg fera la mefure de la variation de l'angle 
enB. Enfin foit pris fur le côté Bc l'arc B>' =BC , ce 
qui donnera le triangle Cyc reélangle en y , dans lequel 
1 angle 7 c G eft fenfiblement égal au complément de 
l'angle G. Cela pofé , à caufe des fefteurs femblablcs 
F/, Ce on aura ^ . . ^ . ¥f : Qc ::K : fin AC , & 
à caufe du triangle reélangle Cyc ^ 

on^ ... Ce : G>: : R : cof G , & 
à caufe des fedlcurs femblables Gg , C^/ , 

on a auffi CyiGgi :fin BC 5 R. Doue 
en multipliant ces trois proportions par ordre, & mettant 
pour F/ & Gg leurs valeurs , 
on aura d A : dB : : R xfinBC ;fin AC X cofC; 
on prouveroit de même 
que. dA;dC::KxfinBC:finABxcofB. C.Q.F.D, 

C0R0LI4A1RE L 

273. Si dans la première proportion on met à la place 

<îe (in AC fa valeur - — r a ' 5 on trouvera dA:dB:z 

^ Jin A ^ 

R xfin A : fin B X cofC ; & fi l'on multiplie chaque 

terme du dernier rapport par —jr > on trouvera : :finBC 

X tang C :fin AC xfin G : :fin A x tang G ifinBxfinC, 

en remettant pour /n BC fa valeur*^ — jr^ : vfinBC 

X tang C ifin B xfin AB , en faifant difparoître fin C 
dans l'un des rapports précédents. Si l'on met dans la 
prçmiere proportion la valeur de cofQ ( n"", ;i25) on 



Digitized 



by Google 



Ï54 A ST RO NO M lE 

aura encore : : Jîn^BC : cofAB x R — co/AC X co/BC ^ 
ou bien mettant encore dans la même première proportion 

four Jîn BC fa valeur*^ — r— g : : Jîn AB xjln A i 

JînACx^Jîn2C. Enfin : : R'rjzn" B x w/AB — 
jînB X cofB xcotAy en fubftituant dans Jîn AC x ^o/ C 

les valeurs des quantités qui s'y trouvent r-^^^ — 

& cofAB xjîn AxJînB — cofA x cofB x R ; & met- 
tant cor A pour -^—7, ou bien encore : : R^ : cq/ABxRR 
■— ^/z AB X cofÈ X cot BC , en faifant difparoître cot A. 
Corollaire IL 

2J4>. Des fubftîtutîons femblables dans la féconde 
proportion donneroient les rapports fuivants dAidC:: 
R xJîn A: Jîn C x cofB : :Jîn BC x tang B : Jîn AB x 
JînB: : tang BC xJîn BC : fîn AC xfin C : : tang B x 
JînAifinBxfinC: ifin^ ÈC : co/AC x R — co/ AB x 
co/BC. 

Corollaire III. 

275*. Si le triangle eft reftiligne , les fînus des côtés 
deviennent les côtés mêmes ; ce qui donne àAiiB: 
RxBC:ACxco/C;&dA:dC::RxBC:ABxco/B; 
c'eft-à-dire , que les variations de l'angle compris entre 
les côtés confiants, &de l'un quelconque des deux autres 
angles ,font en raifon compofée de la direSle des côtés oppo^ 
fés à ces angles , & de celle du rayon au cojînus de ce mêmù 
angle. 

Théorème VIIL 

ajô* La variation de V angle compris entre les côtés 
confiants eji à celle du côté qui luieji oppofé.comme le quarré 
du rayon eft au reSangle dujînus d'un angle quelconque 
far lejînus du côté qui lui eft adjacent; c'eft-à-dire , que 
l'on aura toujours dAidBCi : R* :fin CxJinACi: 
K'ifinBxfinABCftg.z^). 
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Démonstration. 

Les fcfteurs femblables F/, Ce donnent, cpnnmç nous 
Pavons déjà vu , F/ : Ce : ; R :Jn ÀC ; & le petit trian- 
gle redangle Gyc donne Ce : yc::K :Jîn C. Ponc en 
multipliant par ordre on aura Vf ycx: RR iJînACxJînC^ 
oudA: dBC : : KKifinA xfinC. Si l'on veut faire 
varier l'angle A vers fe, on aaroit trouvé de même 
dA:dBC::KK:finABxfiiB. C.Q.F.D. 

Corollaire I. 

277. Si l'on fubftitue k^n A.C fa valeur , on aura 
dA: dBC::K^ xfm A: JîniC xfinB x fin C : i 
R* xfîn BC xfin C :fîn* AB xfîn AxfînB, en met- 
tant fouv fin AC fa valeur — rj^/i * 9c fubftituant de 

A fin AE xJinA p r^* 

rr^^rncL—^J— fouv finC. 

Corollaire II. 

278. Si le triangle eft redliligne , on aura dA: dBC : : 
R*:ACx//zC:;R^ABx//zB::R:AD(en fup- 
pofant que AD eft une perpendiculaire abaiflee de l'an- 
gle A fur le côté BC oppofé) ce qui apprend que fi deux 
côtés d'un triangle reftilîgne font confiantes , les varia-- 
lions de V angle compris entre ces cotés Gr du côté oppofé à 
cet angle variable ^fpnt comme le rayon ejl à la perpendi^ 
culaire abaijfée de cet angle variable fur le cité oppofé. 

Théorème IX. 

279. La variation d'un angle quelconque adjacent au 
côté variable eji à celle de ce même côté , comme la co^ 
tangente de Vautre angle fur ce côté eJi au finus de ce 
cor^;c'eft-à-dire,que l'on aura dC :dBC:: cotB ifinBC^ 
& dB : dBQ : : cet Cifin BC (fig. ap ). 

Démonstration. 
Puifquc l'on ^ (n^ 272 )dA; dQ::K X finBC i 
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> A.BxM/B,&(n°.275) dBCidA: ;/«Cx>AC:R% 
«n multipliant ces deux Droportions par ordre , on aura 
dBC : dC : :fm BC xjn Cx fin AC : B x fin AB X 

r-D r -wir^ fin AÎxcofBxK . __ _. 

co/B : :fin BC : ^ ■ ^„cx>AC y-^Jl ^^ ^ ^«^ » «« 
mettant pour > AB fa valeur J'^^^^J'"*- ^>^j^ 

Jin B ' 

Ton tire dBC : dC : : Cm BC : cot B , & invertend» 
dC : ^BC ; : wr B :yînBC. C. Q. F, ZJ. 

CORCLLAIRE I. 

280. Puifque dB : dBC : : cof C :fin BC , il fera aifé 
de fubftituer à ce derniei rapport les fuivants : : R x cofCi 
finABxfink: : R: tar^ G x^inBC ; : RR : wngCx 
Jn BC : : cot C X y?/i B ;^n AC X jîn A : : R : 

/î»BCx/»BxR .„ ,. «^ ^ 

.oMBx^BC-co/BxcqTBC '- «^«ABx/sBC - co/Bx 
co/BC ; /î/i BC x7?n B. Et divifant par/n BCx^in B : : 
««ABxR MfBCxR „ ,„ «/Bxco/BC _ „ 

>B ;^;ir =R:-'=«AB ^— :>B, 

on trQuvçroii; des rapports abfolument femblablçs pour la 
proporùon i C : 4BC : : cot B :Jîn BC , c'eft pourquoi 
nous ne nous arrêterons pas à les détailler icû 

Corollaire IL 

^8r. Puifque l'on a 4B : dBC : : cox C :/n BC 

& dBC : àC : :fin BC :cotBi en 
multipliant ces deux proportions par ordre , on trouvera 
dB:dC: uangB: tangC: : fin ACx cofCiJîn AB x 
cofB ::JînBx cofC :JînC,x cofB , en fubftituant le$ va- 
Içurs des fmus des côtés AC , AB* 

Corollaire II L 

aSa. Si le triangle eftreftiligne, le dernier Théorème 
donnera dBC : dC : : BC : cot B : : BC xfin B : cof BxK; 
ou comme la perpendiculaire abaiffée de Tangle C fur le 
côté AB eft au cofinus de l'angle B. On trouveroit de 
même dBC : dB : : BC ; cot Ci & enfin dB : dC.i rang B: 
tmgC^ 
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V. S E G T I O N* 

Des variations d*un Triangle fphérique dans lequel 
ùnfuppofe deux angles confiants^ 

Théorème X. 

283. Oupposy^NT les deux angles B & C confiants au 
triangle fphérique BAC ( fig. 28) , /a variation du côté 
fur lequel ces angles font adjacents , eft à celle d'un quel-- 
conque des autres côtés ^ en raifon compofée de la direSle des 
Jînus des angles oppofés à ces côtés &r de celle du rayon au 
cojînus du troijîeme côté; c'eft-à-dîre , que l'on aura 
dBC:dAC::finAxK :finBxcof AB. 

Démonstrati on. 

Dans le triangle DEF (Jig. it) dont toutes les par- 
ties font fuppléments de celles du triangle BAG, les 
deux côtés DF & FE feront variables. D'oi il fuit que 
ce cas rentre dans celui du premier Théorème de la der- 
nière feéèion , on aura donc dF : dD : : R x Jîn DE : 
JînFExcofE; & prenant les correfpondants au triangle 
BAG , on aura dBC : dAB : : R xfin A :fin G x co/AG, 
on prouveroit de même que d BC : dAC : : R X Jîn A z 
finBxcofAB. C.Q.F.D. 

Théorème XL 

284. La variation du côté adjacent aux angles conf- 
iants eft à celle de V angle oppofé , comme la fécante de 
complément d'un côté quelconque eft au Jinus de Vangle 
confiant fur ce côté ; c'eft-àdire , que Ton aura . . . . ^ 
dBC : dA : : cofec AB iftnB: : cofec AC :fin G. 

Démonstration. 

On fait que la cofécante d'un arc eft égale au quarré 
du rayon divifé par le finus de cet arc. Ainfi tout fe 
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réduit à prouver que dBC : dA:: RR :JînB xjîà AË % 

ce qui fe prouvera par le moyen du triangle D E F* , 

comme on vient de démontrer le dernier Théorème* 

C.Q.F.D. 

Théorème XIL 

^8 y. La variation d'un côté quelconque oppofé à Vun 
des angles confiants , efi à la mefure de la variation du 
troijîeme angle ^ comme la cotangente de Vautre côté efi au 
finus de ce même angle variables c'eft-à-dire,que l'on aura 
dABidA : : cot AQfin A;ou que dKC:dA::cot AB iJinK. 

DéMONSTRATION. 

Cette propofîtion fe déduira immédiatement du Théo- 
rème IX , en applicant ce Théorème au triangle DEF » 
& faifant les changements convenables. C. Q.F. D. 

Corollaire I. 

285. Il fuit du dernier Théorème que les variations 
des côtés AB , AC oppofés aux angles confiants (ont 
comme les tangentes de ces mêmes côtés. 

Corollaire II. 

287. Si Pon fuppofe le triangle reftiligne , le premier 
Théorème dans la fuppofition aéluelle nous apprend que 
la différentielle du côté variable eft à celle d'un côté 
quelconque, dans la raifon du fînus des angles oppofés , 
ce que l'on fait d'ailleurs par la Géométrie Elémentaire. 
Le fécond Théorème ne nous donne rien à connoître , 
parce que dA devient zéro dans un triangle reftiligne , 
dans lequel on fuppofe deux angles confiants* Le troî- 
fieme ne nous en apprend pas davantage par la même 
raifon. Enfin le dernier Corallaire nous apprend que les 
variations des côtés font comme les côtés eux-mêmes , ce 
qui efi conforme à ce que nous démontrons dans la Géo- 
métrie Elémentaire. 
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Observation. 

i88. On auroît pu démontrer aifément les Théorè- 
mes qu'on vient de voir par les figures de nos projec- 
tions , en cherchant lei rapports évanouiflants des diffé- 
rentes lignes qui y font tracées. De même on auroit en- 
core pu les déduire des formules analytiques que l'Al- 
gèbre nous a fait découvrir, en fuppofant quelques- 
unes des lettres a , i , c , 4 ,/, g &c , variables fuivant les 
conditions du Théorème à démontrer , &c paflant enfuite 
des différentielles des finus , tangentes , &c , à celles des 
arcs de cercle. Mais la méthode de M. Cotes m'a paru 
la plus lumineufe, & en même temps la plus facile; 
c'eft pourquoi , je n'ai fait , pour aînfî dire , que traduire 
fon excellent morceau : De ajiimatione errorum in mixtâ 
Mathejî. On me pardonnera d'avoir tâché de Amplifier 
encore cette théorie, en l'appliquant aux triangles reâili- 
gnes par de fîmples Corollaires. Il ne nous refle plus que 
de faire quelques applications de cette théorie à différents 
exemples^ 

Premier Exemple. 

28p. Soit une hauteur AB qu*il faut mefurer avec un 
injlrumenty au moyen duquel on ohferve V angle ACB. On 
demande quelle erreur on peut commettre fur cette hauteur^ 
d'après celle qui peut avoir lieu dans la mefure de Van-* 
gle(fig. 30). 

Solution. 

Il efl évident que dans le triangle BAC , le côté AC 

&rangle droit reftent confiants. Donc on aura (no.ayS) 

a AB : dC : : BC :fin ABC : : 2AB.: fin 2ACB. Car 

r t./i- 1 r A i-o r 1*. *^ ACBx/» ABC 
en lubltituant zfin sACB fa valeur — =^ ^ y 

cette proportion devient BC : R : : AB :fîn ACB ; donc 
la variation de la hauteur AB eji à la mefure de la varia^ 
tion de V angle C , comme le douhk de cette hauteur efl au 
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Jînus du double de V angle obfervé. Donc Terreur qui peut 
avoir lieu dans la détermination de cette hauteur , fera la 
plus petite poffible , lorfque le finus du doublé dd Tangle 
obfervé fera le plus grand poffible. Ce qui a lieu , lorfque 
cet angle eft de 4y^, Ainfi dans le cas où il faudroit dé- 
terminer une hauteur comme AB, par Tobfervation d'un 
angle en C, il faudra faire enforte que l'angle obfervé 
foît le plus près qu'il eft poffible de 45*°. C, Q* F. T. 

2,^0. Voyons préfentemcnt jufqu'où peut aller l'erreur 
du côté AB , en fuppofant que Pon fe foit trompé d'une 
minute dans la détermination de l'angle. Si l'on donne 
au rayon 1 0000000 l'arc d'une minute qui mefure 
l'erreur fuppofée , fera de ^pop , dont le double eft 
5818. Or cette quantité eft au finus du double de l'an- 
gle demi-droit ou au rayon : : i : 171p. Ainfi dans la 
fuppofition aéluelle on peut fe tromper fur la hauteur 
AB de 7~^. Cette erreur augmentera ou diminuera dans 
la raifon des erreurs qui auront eu lieu relativement à cet 
angle fuppofé de 45**. Si l'angle obfervé eft plus 
grand ou plus petit que 4J®, l'erreur augmentera dans la 
raifon du rayon au finus de l'angle double. 

Second Exemple. 

2pi. On demande Vheure du jour ou de la nuit par la 
hauteur ohfervée d'aune étoile ou d?un ajlre quelconque ; 6* 
Von propofe d'ajjîgner V erreur du temps diaprés Verreur 
connue dans la hauteur ohfervée ( fig. 3 1 ). 

Solution. 

Soit le triangle fphérique PZS dans lequel P eft 
le pôle, Z le zénit de l'obfervateur, & S l'aftre ou 
l'étoile obfervée ; PS eft le complément de la dé- 
clinaifon de l'aftre , PZ le complément de la latitude , 
ZéS le complément de la hauteur. L'angle ZPS eft 
l'angle horaire variable compris entre les côtés conf- 
.wnts PZ, PS. L'on aura la variation de l'angle 

horaire 
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libtâîre SPZ à la variation du côté oppofé SZ , comme 
la cofécante de l'angle PSZ eft au finus de l'arc PZ 
(n^:276),ôu(iP : dZS::R' :finZxfin?Z; mais la 
variation de l'angle en P eft la mefure de l'erreur du 
temps : ainfi l'on peut prendre d P pour Terreur même du 

temps , & l'on aura dP o\xdt^= r z x V FZ ' ^•Q*^* ^* 

Corollaire» 

2pi2. ïl fuît de-là qu'en fuppofant la même erreur 
dans les obfervations & la latitude de l'obfervateur aufli 
la même,l'erreur du temps ne changera pas quelle que foit 

Ri 

la hauteur de l'aftre dans fon vertical , puifque ^ p^ 

fera toujours une quantité confiante. De plus , on voit 
que dans la même fuppolîtion de la latitude confiante, l'er- 
reur du temps fera la moindre poflible, lorfque Tafire aura 
étéobfervé dans le premier* vertical. Enfin fi l'on fiippofe 
deux latitudes différentes , l'erreur fera la moindre pofli- 
ble, lorfque l'obfervateur fera à l'équateur , & qu'il ob- 
fervera un afire placé dans le premier vertical. 

Par exemple,en admettant ces deux conditions : Si Ton 
llippofe de plus qu'on fe foit trompé d'une minute dans 
Pobfervation de la hauteur ; l'on trouvera , en faifant le 
calcul , que l'erreur efi de 4 fécondes de temps. Si nous 
fuppofons à préfent que l'obfervateur s'éloigne de l'é- 
quateur,cette erreur fera à la précédente dans la raifon du 
finus total au finus de complément de la latitude , Taftre 
étant toujours obfervé dans le premier vertical. Ainfi 
pour une latitude de 45°, l'erreur fera de J^' - ; pourune 
latitude de 50°, l'erreur feroit de 6^' ^ ;& pour une 
de 5 $% l'erreur fera de &^ fj. Enfin fi l'aftre a été ob- 
fervé dans un vertical quelconque incliné au méridien , 
l'erreur augmentera encore à l'égard de celles trouvées 
précédemment dans la raifon du rayon iau finus de cet 
angle j^& les variations fuivront en même temps les va:: 

I4 
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nations de Terreur primitive fuppofée dansUobfcrYa!tioii3 

Troisième Exemple. 

aç^. Soient LSK, &'U S^K' deux cercles almikan-^ 
tarais ou parallèles à Vkori^on ( fîg. 32). S, S' les points 
où ces cercles font rencontrés dans un même jour par un 
aftre dont la déclinaifon ejl fuppofée la même pendant tout 
ce jour : on demande quel doit être le rapport des angles 
PSZ, PS'Z de chaque cercle horaire PS, PS' avec le 
vertical correfpondant jpour que le temps que Vajlre em- 
ployera à pajfer d*un almikantarat à Vautre , foit le plus 
court pojfible. 

Solution. 

L'énoncé du Problême fait voir que dans les triangle! 
PZS, PZS', les côtés PZ & ZS,ZS' font confiants, 
tandis que les côtés PS, PS' varient. Soient donc nommés 
h 8c h' les angles horaires en P ; S &S' les angles à Paftre 
en S & S' de chaque cercle horaire PS, PS' avec le verti- 
cal correfpondant ZS & ZS' ; & foit D la déclinaifon dont 
la variation fera ^D que nous ferons négative, parce 
que , fuivant la figure , fi cette déclinaifon eO: boréale 
comme nous Pavons fuppofé ici , les arcs PS , PS' di- 
minuent à mefure que la déclinaifon augmente. Cela 

pofé,on auraparlcn^27p,dA= — • ^fL-^—- • & pareil- 
lement dh' = ^-^ ™ — . Donc, puifque le temps par 

l'arc SS' doit être un minimum , la différence des varia- 
tions des angles horaires doit être égale à zéro; ce qui 

donnera - ^iîi^j!£ . fl^^ = o ; d'oi Ton 

. cofD ^^ cofD 
tire fur le champ cot S'=: cot S : ce qui m'apprend que ce 
jour-là les angles S', S doivent être égaux. Si Pafhe eft 
le foleil , & fî l'un des almikantarats fe confond avec 
l'horizon, & que l'autre foit le cercle crépufculaire que 
Ton fuppofe communément de 18^ au-deflous de Fho*? 
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t&on 9 îe fymptome qu'on vient de découvrir , m'ap- 
prend que ce jour-là les angles au foleil , foit à l'horizon ,' 
îbit dans le cercle cirëpufculaire , font égaux. Ce même 
fymptome fervira donc à trouver le jour du plus coure 
crépufcule , en cherchant d'abord quelle doit être la 
déclinaifon qui répond à ce rapport déterminé pour les 
angles au foleil, C'eft ce que nous allons faire dans le 
Problême fuivant* 

Problème. 

^P4. Suppofartt égaux les angles de chaque cercle ho" 
taire avec le vertical qui lui répond ; on demande quelle 
doit être la déclinaifon qui lui répond ( fig. 3:2 ). 

SOLUTXON. 

Soient S & S' les angles de chaque derde horaire avec 
le vertical ; & C, CMes diftances de chaque cercle pa- 
rallèle à l'horizon à ce même grand cercle. Soit de plus L 
la latitude dulieu^ & D la déclinaifon de l'aflre ; on aura 
pour le triangle PZS ( n^ 227 ) ^^/^x^^/S ^ 

k xfmL^finC yc fin D ^ 1. rr o 
-^^ , & pour le triangle PZS 

cofDxcofS' KxfinL-hftnCxJinTi ^^ 

— -^ = '-p'jp; • Nous avons mis le 

figne -+* dans la féconde formule , a caufe que ZS' eft 
obtus , ainfî que Tangle oppofé. Donc , puifque les pre- 
miers membres de ces équations font égaux, les féconds 
le feront auffi , & donneront cette nouvelle équation 
R xjîn L X copC'-^jinC xJinD x cofO:i=: R xJînLxcofC 
•^finC/ xfinJix cofC , d'oà l'on tire tout de fuite 
cette proportion : 

JînCxcofC'+fînCxcofO:^x(cûfC'^cofCy.:JînL:finD^ 
ou n^ SS.Jin (C-+- C ) : co/C— cofC : ijin L:fnD, 

ou bien encore (par lesn°% 73 &P5) cofLjï — Ij 

Jin — 7 , ;: JînL :Jîn !>• 
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Si donc on fuppofe , comme cela a lieu dans le cas i\i 
plus court crépufcule que C foit zéro , on aura cette det- 

nîere proportion R : — tang -^ : :Jin L :Jîn D ; c'eflr 

à-dire, le rayon eji à la tangente de la moitié de Vahaif- 
fement du cercle crépufculaire au-dejfous de Vhoriionicomme 
le Jînus de la latitude eJi au Jînus de la déclinaifon du 
foleil. Comme cette déclinaifon eft négative à caufe que 

tang — eft précédée du figne — , on voit que la dé- 
clinaifon du foleil doit être de dénomination contraire 
à la latitude. CQ, F. T. e^D. 

Ancienne Solution. 

2p5. Soit u le cojînus de Pangle horaire à Pinftant oîi 
finit le crépufcule. L'angle fera repréfenté par cette in- 
tégrale /- — ■ ^ Soit pareillement ? le cojînus de 

y^r\- u' rdz 

Parcfemidiurne, cet arc fera/ — ^^ - • Donc il 

du dz m^f 

faut fuppofer ■ —, -■ ■ : = o. Nom- 

^^ y^r^ - u^ y^r^ - «* 

mons c le Jînus de la latitude 8c g fon cofmus ; h \t Jînus 
de l'abaiflement du cercle crépufculaire au - deffous de 
Thorizon , & jy le finus de la déclinaifon ; on aura . • * 

U = 1 — 7=~- , & ? = — 7=. Au moyen de 

gl/^r'^y^ gVr^-y'^ 

ces valeurs , chaflbns m & ? dans la première équation 9 
& divifons la transformée par dy\ nous aurons hy\ 
;ri'2cry^ — g'Ay* — 2cr^y — c*Ar^=o, D'où Fo n tire 

y = rScy=^^-r ; & encore y = — cr - K y^- 

yr— — h 

& y r— ^^^^^ '^^ - ^'qin font les quatrc valeurs de 

h 

JHnconnue y dans cette équation. 

Les deux premières valeurs indiquant le foleil au pôle 
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bi il ne peut phyfiquemcnt arriver , font étrangères à la 
queftîon, & ne nous donnent rien à connoître. Des deux 
autres, la plus grande donne Uminimum de la fomme de 
Parc fémidiurne , & de Parc parcouru depuis midi jufqu'à 
la fin du crépufcule; & la plus petite donne le minimum 
de la différence des mêmes arcs que nous cherchons. 
Ainfi la déclinaifon demandée a pour finus •••••• 

y ===.-- fJllîlfJlJ|;ll£. Donc fi l'on nomme t la tan- 

gente de la moitié de l'abaiflement du cercle crépufculair^ 

au-deflous de Phorizon, on aura y = — i — : ou r : r : : c : 

r 

•— y. Ce qui nous apprend , comme nous Pavons déjà 
vu par notre première Solution , que la déclinaifon du 
foleil eft de dénomination contraire à la latitude de Pob- 
fervateur. 

Observation. 

i^$6. Il fuit de notre première Solution que fi deux 
trjianglçs fphériques ont deux côtés égaux chacun à cha- 
cun avec un angle auflî égal oppofé à Pun de ces côtés 
ëgaux,on aura cette analogie: Le cq^nMj du côté oppofé à 
V angle égal , eji au cojînus de Vautre côté adjacent au 
même angle égal ; comme le cojînus de la demi - fomme, 
des autres côtés ^eft au cojînus de la demi-différence des mêmes 
çâtés.Ocd ce qui fe déduit immédiatement de ce que Pon a 

€of (-^7—) :/« (— T") ''fnL:Jin'D,tn faî- 
fant attention que les dénominations particulières au pro- 
blême peuvent être généralifées, en ne confervant que ce 
qui eft effentiel aux triangles que Pon eft obligé de confî- 
dcrer. 

Si Pon demandoit pareillement quelle doit être la dé- 
clinaifon d'un aftre , pour que dans Pintervalle de deu?: 
9ngle$ horaires donnés , le changeniient en hauteur fût lé 
moindre ç offiblet On trpuveroit par le même procédé 

tîij 
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& avec les dénominations précédentes que cof f-^ | 

cof ^ J : : tang h : tang D. 

Quatrième Exemple. 

Fkobleme. 

ap7. Trouver m tout temps la correSionqu^ il faut faire 
eu midi conclu par les hauteurs correfponiantts d'un aftre 
dont la déclinaifonfubit une petite variation ^pendant Vin-» 
teryalle des deux hauteurs égales (fig. 32 )• 

Solution. 

Les Aflronomes, pour s'afTurer de l'inftant du nûdij^ 
cbfervent la hauteur du centre du foleil quelques heures 
avant midi ; & quelques heures après , ils obfervent Tinf- 
tant auquel cet aftre eft à la même hauteur fur Phorizon : 
le milieu de l'intervalle dç temps compris entre ces deux 
obfervations &compté fur la pendule, marque Pinftant du 
paflâge du foleil par le méridien. Cette méthode feroît 
exade & rigoureufe fi la déclinaifon du foleil n'é- 
prouvoit aucune variation dans l'intervalle des obferva- 
tions ; ce qui n'a jamais lieu rigoureufement. Le temps 
des folftices eft celui oà cette erreur eft la moindre pof» 
fible , parce que pour lors le foleil ne change pas fenfible- 
ment de déclinaifon pendant deux ou trois jours. Dans 
tous les autres moments de l'année ^ cette opération a 
befoifl d'une correftion qu'il s'agît de déterminer par ce 

{)roblême. Car il eft vifible que forfque le foleil eft dans 
es fignesa(bendants,il arrive plus tard à la même hauteur; 
& dans les fignes defcendants, il arrive plutôt à la même 
hauteur : il faut donc dans les fîx premiers mois re- 
trancher quelque chofe , & ajouter quelque cbofe dans 
les fix autres mois pour avoir l'inftant précis du midi* 

Pour trouver cette correftionj foit Pi un cercle ho- 
raire très- voifîn de l'arc PS , ôc ternûné i ce même almi- 
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Tcantarat LSK [jig. 3a ), il eft vifible que la mefure de 
l'angle SPj réduite en temps exprime de combien le fo- 
leil eft arrivé plus tard ou plutôt Paprès-midi à la même 
hauteur que le matin. Donc la moitié de cet arc fera ce 
qu'il faudra ôter ou ajouter à Pinftant du midi conclu 
par la hauteur correfpondante. Cela fuppofé , fi le chan- 
gement en déclînaifon eft aflfez petit , pour qu'on puîfle 
le confondre fenfiblement avec la variation naiflante ou 
la différentielle de l'arc PS ; il eft vifible qu'au triangle 
PZS , les arcs PZ & ZS demeureront confiants , tandis 
que le coté P S eft variable. Or nous avons trouvé 

( art. 280) que à^ : dBd:'-^ + iffi : R : en 

^ ^^ JtnB — tang B 

mettant B, A, C aux points P , Z, S , ce qui donne 
i-Tk tançrVS / tantr. latitude taru^* déelintuthn \ ^ 

^^=^-T- ^ ^-Tirp— ± ...gP > Cette 
formule eft précifément celle que donne M. de Mau- 
PERTUis, p.54de fonAftronomié Nautique. Lefigne+ 
a lieu, lorfque la déclinaifon eft auftrale; il eft négatif » 
lorfque la déclinaifon eft boréale, comme il eft aifé de 
s'en affûrer par le détail de nos^ Solutions géométriques. 
La moitié de cet arc réduit en temps fera la correâion 
demandée. C. Q. F. T. 

Ceux qui feroîent curieux de voir un plus grand 
nombre d'applications de ces analogies difterentielles , 
peuvent avoir recours aux Mémoires de l'Académie an- 
née 1744. On en trouvera auffi un grand nombre dans 
l'Aftronomie de M. de la Lande. Nous obferveron» 
feulement que fouvent plufieurs de ces folutions ne font 
pas dans une rigueur vraiment Géométrique ; mais elles 
approchent d'autant plus de la précifion que les arcs 
que l'on confîdere , peuvent plus aifément être pris pour 
des arcs naiffants. Nous terminerons ce Chapitre par la 
folution d'un problême plus curieux qu'utile , mais qui 
néantmoins nous apprend encore des vérités intéreffan- 
tes par la fimplicité de la folution à laquelle on arrive. Il 

Liv 
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s'agit dans ce Problême dç trouver la furface d'utf 
triangle fphérique quelconque. Plufieurs Géomètres & 
M. Jacques Bbrnoui-li entr'autres , ont cherché la 
quadrature de cette portion de la furface de la fphere ; 
îJs ont eu pour l'élément de cette furface uoe différen- 
tielle dont l'intégrale dépend de la quadrature de l'hy- 
perbole. La folution que je donne ici , & que j'ai tiré de 
M. Wallis , eft certainement la plus élégante que Ton 
puilfe découvrir , & pourroit indiquer des moyens de 
ramener à la quadrature du cercle des iqtégrales at diffé-* 
rentielles aifçz compliquées. 

Problème. 

apS. Trouver la furface di un triangU fphérique quel-^ 
conque BAC ( fig. 3 3 ). 

SOI^UTION. 

Soient d'abord prolongés les côtés AB & BC d'un 
angle quelconque B , de manière que BA^ y BC^ ; AB^i^ 
CBc foîent chacun des arcs de i8o^: il eft vifible que 
le triangle AèC fera égal en tout au triangle aBc. Soit 
conçu un plan qui paffe par les points A , C ; a , c , & par 
conféquent par lef centre de la fphere ; ce qui donnera la 
furface ACB a c égale à celle d'une demi-fphere, que nous 
défignerons par s , en faifant le rayon de fon grand cer- 
cle = r, & la circonférence = c. Enfin foient encore 
défignés par les lettres M , N , O , P, n les triangles 
ABC , CB^ , 4 B c , c B A , A i G. Cela pofé , la portion 
ou le fufeau fphériquç bABCb, fe déterminera par 

cette analogie c:B::i: — i-.=sM-+^7i,ouM-+-N;de 

ç 

même le fufeau. AÇ^BA fe déterminera par cette autre 
c:A:;s : ^=s=M+ O; & le fufeau CBcAC fe 
trouvera* en faifant c : C : : 5 : ^ =3 M + P. 
Ponç çn raflemblant toutçs ççs égalités i on guraf 
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fe^-A + Cx— =3M-+-N-+. O+P; & à caufe 

C 

que M-+-N -4-OH-P=|-j,on trouvera M ou Paire da 

B I A I C 

triangle BAC = x j — ^sy & parce que la 

furface de la demi-fpliere = cr, on aura enfin Paire du 

triangle fphérique BAC= f — ; ^xr-^Y^r ou 

V j xr; c'eft-à-dire , qu'il faudra ajouter 

les trois angles du triangle fphërique , en ôter la circon- 
férence ou ôter cette même fomrae de 360®, lorfqu'elle 
furpaflera quatre angles droits, & multiplier la demi- 
différence par le rayon. 



CHAPITRE SIXIEME. 

Application des Règles démontrées dans 

les Chapitres précédents à quelques PrO'- 

blêmes d'Afironomle fphérique. 



yj u o I Q u'a V E c les Tables que nous a votJS ajoutées 
à la fin du fécond Chapitre , on foit en état de réfoudre 
tous les problêmes qui fe réduiront à quelques-uns des 
cas des triangles fphériques reftangles ou obliquangles ; 
néanmoins comme ceux qui n'auroient pas un certain 
u(àge des calculs trigonométriques , pourroient craindre 
de fe tromper dans Papplicatîon de ces règles aux nom- 
bres, j'ai cru ne pouvoir me difpenfer d'ajouter ici un 
certain nombre d'exemples , afin de rendre ce petit 
Traité le plus complet qu'il feroit poflîble. J'auroîs pu, 
comme tous les Auteurs Trigonométriques , faire cçs ap^ 
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plications fur des triangles quelconques , dont les partîet 
n'auroient eu aucune dénomination particulière ; mais 
î^ai mieux aimé fuppofer tous ces triangles relatifs aux 
cercles de la fphere , afin de rendre ces folutions plus in* 
téreflfantes poiït les Commençants. 

Nous fuppoferons donc toujours dans la fuite les prin-* 
cipaux cercles de la fphere défignés , comme ils fe trou« 
vent marqués dans la figure 34. HOR eft l'horizon ; 
Téquateur AOQ j l'écliprique lEL. Fîdfant avec Té- 
quateur un angle qui diminue très - lentement » & que 
nous fuppoferons avec tous les Aftronomes pour le 
temps préfent de 23*^28' 30'^ PZH eft le méridien dans 
lequel les points P,p repréfentent les pôles j favoir,P 
celui qui eft élevé fur Phorifon ^ & p celui qui eft abailTé 
au-deflbus. Nous fuppoferons la hauteur du pôle de 
*j8° J i', telle qu'elle eft pour la ville de Paris. Enfin nous 
défignerons un aftre quelconque par S. Nous fuppofons 
qu'on fait ce que c'eft que la déclinaifon d'un aftre , fon 
afcenfîon droite , fa longitude & fa latitude » ainfî que 
les principaux cercles de la fphere , dont on trouve des 
notions fuififantes dans tous les éléments de la fphere. 

P&OBI.EME I. 

2pp. Connoiffant le lieu du foleil dans VécUptiquei 
trouver fa déclinaifon ou fa dijlance SD à Véquateur 

Solution. 

Sdt S le Keu du foleil i S"" 24' du taureau î donc Tare 
ES fera de 48° 24'; ainfî dans le triangle SDE reftan- 
gle en D 9 on connoît Thypoténufe ES , & Tanglc DES 
de 230 28' 30'^ égal à l'obliquité de l'écliptique. On 
aura donc par la table des triangles reâangles • « • • § 
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OpéRATioN PAR Logarithmes. 

ZéOg.Jin* 230 z8' jo" = ^,600163. 

5>>474047-= %• /«• ï7® XP' 4P^ 
P ROBI.SME IL 

^00. Connoijfant la déclinaifon dufaleilj &* de plus 
dans quelle faifon de Vannée onfe trouve déterminer le 
lieu du mime afire dans Vécliptique ( fig. ^^). 

Solution. 

Suppofons que la déclinaifon du foleîl ^ft boréale 
de 17*^ ip'4P'^ & que l'on eft dans le printemps ; il 
faut trouver l'arc ES de l'éclîptique compris entre le 
foleil & le premier degré d'Ariès. Il eft vifible que dans 
le triangle reftangle DES , on connoît l'angle E avec le 
côté DS qui lui èft oppofé. On aura donc Thypoténufe 
£ S par l'analogie commune qui donne • 

•^ fin DES • 

Opération par Logarithmes. 

5,474047 « log.fitt. DS = 17° 19' 4^'. 
0,3^^737 = comf.Ar$t,fin 2}® zS'^o". 



^,873784 - log. fin. ES = 48* Z4' o". 
S C H O L I E. 

501. On voit par ces deux problêmes comment on a 
pu par Pobfervation dreffer des tables du mouvement du 
foleil dans Técliptiaue & de fcs variations : car après 
avoir bien établi la latitude du Keu de l'obfervateur & 
fixé un quart de cercle dans le plan du méridien , l'ob« 
fervatîon de la hauteur méridienne du foleil donne fa 
déclinaifon ou fa diftance à«l'équateur , de laquelle il a 
été facile de conclure chaque jour fa longitude^ comme 
on vknt de fairç* 



^ 
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Problème III. 

302. Connoijfant le lieu du foleil dans VécUptiqut $ 
trouver fort afcenjîon droite; oUjCe qui revient au même, 
le point D de Véquateur qui paffe au méridien en même 
temps que le foleil ( %• 34 ). 

Solution. 

Suppofant toujours Parc ES de^S*^ 24^ o", il s'agît 
ide trouver Tare ED. La Table des triangles reftangles 
donne pour ce cas tangED^ r.>igE$xro/DES^ 

R 
Opération par Logarithmes. 

lo,of i^^^ = log. tang, 48^ 24' o"« 
5,^62480 = log. copim 23"* 28' jo". 

10,014145 = log* tang. 45^ H' S 8"* 

Problème IV. 

303. Connoijfant la latitude d^unlieuù'ladéclinaifon 
du foleil; trouver fon amplitude orientale ou occidentale^ 
c^eft-à-dire , à quelle dijlance de Votient ou de l^occideni 
vraife levé ou fe couche le foleil (fig. 34)« 

Solution. 

Suppofant toujours la latitude de 48^5*1' o'^&que 

la déclinaifon du foleil eft boréale de 18° 30'; il eft 

vifible que le problême fe réduit à trouver Phypoténufe 

d'un triangle redlangle DOS , dans lequel on .connoît 

Pangle DOS complément de la latitude avec le côté DS 

égal à la déclinaifon du foleil. On aura donc par Tana-^ 

1 • r r^Q finPSx K 

logie commune Jm Oo = ji — pos* 

Opération par Logarithmes, 

^,50147^ = log. Jm. OS = 18** 30' o". 
0,181753 = corn. A, log. fin. J^i^ p' o'. 

9,6^izi9 r log. fin. OS =; 28^ 45>' «"• 
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C O ROLLAIRE t. 

504. Il fuît de ce qui précède que fi l'on connoîc 
la déclinaifon du fole'd & fon amplitude , on connoîr 
tra aifément la latitude du lieu ; car fuivant ces fup- 
pofitions au triangle reftangle DOS , on connoî- 
tra, outre Pangle droit, le côté DS & Phypoténufe ; 
on aura donc fin DOS =i-^5^, & par logarithmes : 

5^501476 = log.fin. t8o 30' o". 

o,J 1^771 = comf. arif. log^fin. i8« 49' 45", 

, ^,818247 = hg.Jin. 410 9' o", donc la latitude eft de 480 $V o^j 

Corollaire IL 

30J. De même connoiflànt Tamplitude OS & la lati- 
tude d'un lieu , on trouvera la déclinaifon du foleil qui 
convient à cette amplitude; on aura donc ^ 

Jm Db = ^ — — , & par Logarithmes 

9,6S$zip = log. fin. 28® 45>' 45^ 
P,8 18247 = log.fin. 41^ y o". 

^,50147^ = log.fin. x8o 30' o". 

Problème V, 

^06. Connoijfant la latitude d'un lieu , & le degré dif, 
foleil dans Védiptique; trouver le point de Véquateur qui 
-eft à Vhorifon , en mime temps que le foleil h ou ^ ce qui re-^ 
vient au même l^afcenjîon oblique qui convient à cette lati^, 
tude & au lieu du foleil. 

Solution. 

Suppofons , comme dans le premier Problême , que le 
lieu du foleil dans Técliptique eft 18^ 24.' du tau- 
reau. Nous avons déjà trouvé fa déclinaifon de 17° i^' 
.^9" ( n*". Z99 ). Donc au triangle reftangle DOS , Ton 
connoît le côté DS & l'angle DOS complément de la 
latitude j le côté OD eft celui qu'il faut trouve; ♦ La Ta- 
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ble générale des triangles reâangles donne • « • • • 9 

Opération par Loôarîthmïs; 

^,4^4217 c= fog. lang^. ... 170 15)' 4P". 
0,058541 ^ comf. arit^tang. ^i^ p' o"é, 

9y$U75^ « log.fiH. OD = 10® 55' 15". 

Si de Tafcenfion droite DE que nous avons trouv^â 

(n^302) de4y^55' 58^' 

on ôte l'arc que npus venons de trouver . 20^ $$' ^ $'^ 

on aura pour Pafcenfion oblique EO . . 2^^ o' 43'^ 
S c H o L I H. 

307. On fait qu'à Péquateur les jours fontx:ontî-' 
nuellement égaux aux nuits , parce que dans la fphere 
droite le point D fe confond avee le point O. Dans la 
fphere oblique Parc DO exprime ce qu'il faut ajouter ou 
ôter à po° pour avoir la durée de la moitié du jour, fer 
Ion que le foleil eft dans ks fignea feptentrionaux ou mé- 
ridionaux pour une latitude ooréale. On voit aifémenc 
que je n'ai point égard ici à l'augmentation caufée par h 
réfraélion. 

Problehb Vlé 

308. Connoijfant la latitude , & le lieu du foleil dont 
Vécliptique ; trouver V angle de Pécliptijue avec Vhoriion 
à Vinjlant du lever de cet afire. 

Solution. 

Suppofant toujours que le lieu du foleil eft 18^24^ 
du taureau ; que la latitude eft de 48** y i' ; fon com- 
plément AOH ou DOS fera de 41° p' o". Nous avons 
déjà trouvé au ( n^ 255^ ) Parc DS de 1 7® ip' 4p^'. Avec 
cet arc on calculera , comme au Problême IV, Pamplî- 
tude orientale OS dont on trouvera le logarithme de 
finuss=»p,5y 5 800. Déplus nous venons de trouve? 
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pour les mêmes données au dernier problême 'EO ==• 
a j^ o' 43 ^^ Donc par l'analogie commune entre les 
lin us des côtés & ceux des angles oppofés y on trouvem 

Jin ESO = — ^-QS • 

Opération par Logarithmes. 

^,6ooz6^ = log. fin. • • 230 i8' 30". 
9y6i6i^i = log.fin. • • ic^ o' 43". 
0,344100 = Com^. A, log* fin» OS« 



^>Î706©4 = log.fin, ESO s iio 50' 31". 
S C H O L I E» 

309. Far des calculs à peu près femblables à ceux deâ 
problêmes précédents , il feroit aifé de trouver l'arc lE 
de l'écliptique compris entre le méridien & Pinterfeftion 
du même écliptique avec Péquateur. Car ayant l'afcen- 
fion oblique EO, on a Tare AE de l'équateur qui en eft 
le complément; donc au triangle redangle IAE,oii 
connoît le côté AE avec l'angle en E égal à l'obliquité 
de l'écliptique. On connoîtroit de même l'arc du méri*: 
dien compris entre l'équateur & l'écliptique ; ainfi que 
Tangle de l'écUptique avec le méridien & l'arc IS compris 
entre le méridien & l'équateur. 

J'ajouterai encore ici un problême dont la folution né 
dépend que d'un triangle réâangle ordinaire , quoique 
M. DE Maupertuis y ait employé le calcul différentiel; 

Problème VII. 

3 10; Connoijfant la déclinaifon d^un ajlre avec la lati^ 
tilde deVohfirvattur; trouver 1% le moment auquel il par oit 
monter verticalement fur Vhorijon ; 2^, la hauteur de 
Vajlre dans le vertical; 3^, V angle de ce mime vertical 
Avec le méridien ( fig. 34 )• 

Solution. 

Four peu qu'on fafie attention à la nature du problêr 
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me , on voit que Paftre , en décrivant fon parallèle i nd 
peut s'élever perpendiculairement à l'horizon , qu'autant 
que fon parallèle pourra être touché par un verncal ; & 
que l'aftre fe trouvera dans le point de contaél de fon 
parallèle avec ce même vertical ; ce qui aura lieu deux fois 
dans une révolution de 24 heures. De plus , il eft aifé de 
reconnoître qu'un parallèle quelconque ne peut être tou- 
ché par -un cercle vertical , qu'autant que la diftance de 
ce parallèle à Péquateur fera plus grande que la lati- 
tude de Tobfervateur. Car dans le cas où elle feroit 
moindre & de même dénomination que la latitude , il 
eft clair que ce parallèle fera toujours coupé par quelque 
cercle vertical que ce puifle être. Celapofé, foit ZSTj 
un vertical quelconque qui touche le parallèle GSM au 
point S où fe trouve l'aftre dont la déclinaifon a pouc 
complément l'arc P S. Il eft vifible à caufe du point de 
contaft du vertical & du parallèle , que l'arc P S eft le 
plus petit qu'on puiffé mener du point P au vertical 
ZST. Donc l'angle PSZ fera droit , & dans ce trian- 
gle redangle PSZ on connoît outre l'angle droit le côté 
PS égal au complément de la décHnaifon de l'étoile , & 
le côté PZ égal au complément de la latitude de Fob- 
fervateur. Donc fi on connoît la différence d'afcenfion 
droite de l'étoile & du foleil , l'angle horaire ZPS don- 
nera l'inftant où cet aftre paroîtra s'élever perpendicu- 
lairement à l'horizon : le côté Z S donnera le complé- 
ment de la hauteur de Taftre fur l'horizon , & l'angle 
PZS donnera la pofition du vertical demandé à l'égard 
du méridien. Soit donc Lia latitude; D, la décHnaifon de 
l'aftre; H,l'angle horaire ZPS; V, Tangle du vertical avec 
le méridien ; & H^, la hauteur de l'aftre fur l'horizon 
lorfqu'il paroît monter verticalement , les formules des 

triangles reftangles donneront cof 11=: î^^ff^ — iL. , 

f'^ ^ = cofY> &>V=: -77^x^. Les applications 
pn nombres n'auront aucune difficulté. 

Pjroblemb 
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Problème VIII. 

3 ï l« Connoijfant la latitude & la iéclinaifon dufoleili 
trouver V heure defon leper 6* defon coucher (fig.34). 

Solution. 

Suppofant la déclînaîfon boréale de 18^ Jo',& la 
latitude de 48** ;' i' O^'j il eft vifible qu^au triangle rec- 
tangle PSR , Ton connoît PR égal à la latitude & PS 
complément de la déclinaifon ; l'angle BPS eft celui 

qu'il faut trouver, on aura donc co/RPS =3!— £ — L. . 
* tangFS 

Opération par Logarithmes. 

10^058^41 = log. tan^, 48® % l' o" 

5^,583061 = co/RPS = 67** %9' I ?*'• 
Pour fa voir à quelle heure du matin répond cette va- 
leur de l'angle RPS , on fe fervira de la Table fuivante , 
laquelle nous fait connoître que le jour où la décli*^ 

naifon étoit boréale de 
18** 30' pour un lieu 
dont la latitude eft de 
48^ Si' y lefoleil fe 
levé à 4 heures 2.^ mir 
nutes 57 fécondes. 

S C H O L I E. 

3 12. Si l'on connoiflbit déjà Pamplîtude , il faudroît 
faire cette proportion pour avoir Tangle RPS : le cofinus 
de la déclinaifon ejl aujînus total j comme Ucojinus de 
Vamplitude eft aufinus de Vangle horaire RPS. Et ré- 
cîproquement,connoiflant l'heure du lever ou du coucher 
du foleil , on connoîrroit l'amplitude orientale ou occî-^ 
dentale par cette analogie ; Le Jinus total eft au coftnus 
de la déclinaifon , comme leftnus de Vangle horaire eft aie 
^ojinus d^ ratn^Umdet 



pourij^ 




1 heure. 


10 




4 mintitesm 


15' 




I minute. 


1' 




4 fécondes. 


ir 




1 féconde. 


1" 




4 tierces^ 


W 




1 tierce* 
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On voit de même , que fi l'oa connoît la d^clî- 
naîfon du foleil & Pheure de fon lever, on trouvera aifé- 
'^ment la latitude du lieu; puîfque dans le triangle redhn- 
glc SRP f on connoît Phypoténufe avec l'angle P. Oïl 
trouveroit aufli la dëclinaifon du foleil parl'heure de 
fon lever Se par la latitude. Enfin on peut appliquer 
tette fôlutioh au lever & au coucher des planètes & des 
«étoiles , pourvu que l'on connoifle leur dëcliîiaifoti & 
leur afcénfion droite. Car fi Pon cherche pour le même 
jour Pafcenfion droite du foleil par fà dëclinâîfon , eii 
prenant la différence de celle de l'étoile & du fyleil ^ 6c 
la réduitant en heures , minutes Se fécondes par la table 
précédente, on aura le temps dont cetattre fuit ou pré- 
cède le lever du foleil ; ce qui fera cônîidhtre dans quel 
temps de l'année une étoile peut être vifible ou invifible 
fuivant fa difiance au foleù. 

On peut âuffi faire ufage de ce problème pouf con- 
moître jaréfraâion horizontale d'unaftfe^ Gàrfàthânt, 
par exèfnple, Pheure vraie du lever du foleil ,8tcôh- 
xioilfant le temps apparent ^ îl n^y a "qu'à prendre la dif- 
férence que Poh rédu)ra en partie de Péquàtfeur. En- 
fuite on calculera Je côté ZS relatif à te houw\ angle, 
duquel ôtànt oo^ , h refte fera ce dont Paftre a paru 
plus élevé par la réfraAion; 

P R o B L E M E I X. 
. 315. Connoijant la latitude , iaàédinaîfon Gf lahau^ 
ttur du jhUil fur Vhori\on ; trcuvtr Vhtun fiHl eft 

(%-35)- 

Solution. 

- Sôit la dédinaifon boréale de 18** 3Ô'; ïa htîtùde de 
48** 5ï',&la hauteur du foleil de 5*2^ 3^'. Oh ii^nnoît 
dope lés trois côtés du triangle PZS, & c'êft l^angle 
!^PS qu^il faut trouver ; ce qui fe fera aifément par îa 

formule > i P =; - ' ^ '____ ' - ■■ ■ dans If 

y/tnbxftnG 
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quelle i eft la fomme des trois côtés; bôcc fo*t les côtéS) 
adjacents à l'angle demandé* Xi'operation fe pratique ttt 
nombre comble on le voit icL 



75° ^' o'' 
71^ to' à" •*— ' ^— 


& 


' ,50» 4' 0" = , 75" X' ^ 

3» îV 0" = i 1 - 


■ c 


j>>746t48 ,= /<^. fin. . . . .33'' 5J' 

. 9,7397^7 s hg. fin. .... 5*31' 

0,013043 = ctmp, ar, log. fin, 71° 30' 

o,t 8 17 i ^ :t cWHp.ar.fog. fin. 41° p' 



1 8,7408 Jt 
9f3704iy = log.fm. iP. a ijo 34' i4"« 

Donc Pangle ZPS;=s ^iy^ 8'28'^ &Pheure qui répond 
à cet angle, eft lo heures ii minutes a6 fécondes 8 tier- 
ces du matin , fi Pâiigle ZPS efl à l'orient du méridien; 
ou 1 heure 48 minutes 33 fécondes 5*2 tierces,-fi le m<êm« 
angle eft à Toccident a\x méridien* 

C OR OL t AIRE. 

3 14. Ce Problême donne un moyen fiacile de connoî- 
tre la durée du crépufcule. Pour cela il n'y a qu'à conce- 
voir le foleil abaîflé de 18*^ au-deffous de 1 horizon. (Cefï 
Pabaiflement que l'tin fuppùfe communément au cercle 
crépufculaire ). L'arc ZS fera de 108^; on calculera , 
comme dans le préfent Problême , Tangle horaire ZPS i^ 
on le fouftraira de 180S & le rette réduit en parties de 
temps donnera le commenceraient du crépufcule ou le 
point du jour. Sic'eft la fin du crépufcule que l'on de- 
mande , ce fera l'angle ZPS lui-même qu'il faudra ré-- 
duire en parties de temps. * . 

OBSERVAttON. 



Dans la pratique de ce Problème ^ il faut avoir foin de 

Mij 
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corriger la hauteur dePaftre par la réfraâîon,8cpar la pa* 
rallaxes*il en a une fenfible : on trouve des Tables de cei 
corredtions dans la plupart des Traités d'Afironomie» 

Problème X. 

31^. Connoijfant la latitude, la décUnaifon dufoleil d* 
fa hauteur fur l'horizon; trouver V angle que le vertical 
dans lequel fe trouve le foleilfait avec le méridien (fig-Sj*). 

Solution. 

II eft vifîble par les données du problême que dans le 
triangle PZS , on connoît les trois côtés ; & c'eft Pangle 
P Z S qu'il faut découvrir , ce qui fe fera comme au 
problême précédent. Suppofant donc les mêmes don- 
nées qu'au problême précédent. 

Opération par Logarithmes. 

i^^ 53'= i ^ - è 9,7^éz^^ = log.fin.{s^b 
37^ 37'= i / - c 9y7^S$97 = log.fin.^S'-c 

o> 181753 = comp. afm log.fin. ^i^ 9' 
0,2 1 63 77 = comfn or. hg.Jin» 3 5® »5' 

19^91997$ 
9,96^9^7 = lQg.fin.\TfZS^ 134*^36'^ 

& partant Tangle HZK du vertical du foleil avec le 
méridien de ^^^ 23' 54,^^ 

S C H O L I E. 

5 id. Par cette opérarion, il eft aifé de connoître lef 
(quatre points cardinaux. Car faifant avec une ligne qui 
repréfente le vertical du foleil un angle égal à l'angle 
trouvé, Pon aura la méridienne. Cette méthode, pourvu 
qu'on ait foin de corriger la hauteur du foleil par la ré- 
fradlîon, eft d'autant plus commode dans la détermina-» 
tion de la méridienne qu'elle n'eft point {îijette aux 
changements en déclinaifon qui ont lieu pour les hauteurs 
correfpondantes : elle fert auflî à déteroûnejr la varia- 
l^on de la boulTole» 
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Proble^ie XL 

517. Connoîffknt la latitude y la déclinaifon & V heure 
À laquelle le foleil s^ejl trouvé dans un vertical dont on 
ignore lapojîtion; trouver V angle que fait ce mémeverT 
tical avec le méridien ( %• 3 5 )• 

Solution. 
Par Pénoncë du problême , il eft vifible que dans le 
triangle fphérique PZS, Pon connoît les deux côtés PZ 
& PS avec l'angle ZPS qu'ils comprennent. Suppofons 
donc la déclinaifon de 18® 30', & qu'on ait oblervé le 
foleil dans le vertical dont on demande la pofition i 
10 heures 1 1 minutes 26 fécondes. On trouvera par là 
Table donnée au problême VIII que l'angle horaire qui 
répond à cette heure , eft de 27** 8' ^o". L'arc PS fera 
toujours de7i** 5o',&PZde4i° 9'. Cela pofé , pour 
avoir l'angle PZS , on abaiflera l'arc SR perpendiculai- 
rement au côté PZ, du fommet de l'angle S non cherché, 
fuivant ce que prefcrit la Table pour la réfolution des 
triangles fphériques obliquangles , & l'on aura d'abord 

rang PU = g — - — , ce qui donnera PR que 

nous avons nommé premier fegment. 

Opération par Logarithmes. 

9,9^9$^^ - log.cof. 17^ 8' 30" 
0,47^480 « logmtang. 71^ 30' o" 

10,4x4811 = log. tang. 69"" xj' }7'' = PR> 

donc le fécond fegment RZ fera de 28® i^^31^> ce qui 
donnera par la formule de la Table générale des triangles 

obliquangles Tang PZS = ^"^^^^^^ ^^'^^>^": ^^î^^^^; 

^ ^ ^ fin 280 ,4.^ ^f\ ^ 

achevant If opération comme on le voit ici : 

P,70p8iî = log. tang^ ... 17® 8' 50" 

^,^7i»8y = log. fin 69"^ ij' yr-' 

o,l%^9\6 = comp. ar. log. fin. 1 8® 14' 37" ^ 

O^ooéoj^ = log. tang. • • ^i* *3' 53"» > 
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S C H O L I E. 

5 1 8. Ce Problême peut femr à trouver la dëcKnaîfoii 
cl' un plan vertical quelconque. On pourroit auflî l'em- 
ployer à déterminer les alignements d^une allée d'arbres 
ou d'une rue bien dreflee , en obfervant le moment oà 
Fombre a paflé par le pied des arbres ou des murs. Si 
l'on connoît de plus la hauteur du foleil fur l'horizon, au 
moment de l'obfervatîon , le calcul deviendra encore plus 
fimple , & fe réduira à cette analogie : Le cofinus de la 
hauteur du foleil efl aujînus de V angle horaire^ comme le 
cofinus de là décUnaifon de Vaftre eft au finus de V angle 
du vertical avec le méridien. 

FroblemeXII. 

319. Connoijant V heure qu'il efij la décUnaifon & la 
hauteur du foleil ; trouver la latitude du /iew (fig. 35 )• 

Solution. 

Par les données du Problême , on voit que l'on 
connoît le côté PS complément de la décUnaifon avec 
l'angle P ,, & le côté ZS complément de la hauteur du 
!eil; & c'eft le côté Z F qu'il faut trouver. Suppofant 
donc, comme aux Problêmes précédents , la décUnaifon 
du foleil dé ï8^ 30^ & qu'il eft 10 heures 11 minutes 
S.6 fécondes , ce qui donne Tangle P de :i'f^ 8' 30'^ , & 
que la hameur du foleil eft de 52"* 3$' o'',d'où l'on 
conclura Tare ZS de 37** 2$'i pQur avoir le côté FZ» on 
abaiflcra de l'angle S la perpendiculaire SR, & l'on déter- 
minera d'abord PR fuivant là table générale des triangles 
obliquangles par la formule r^/zg premier fegment=: cof 
tngle donné , x tang côté adjacent, & enfuite on fera 

fur le champ la valeur du côté PZ égal au complément 
de la latitude* . 
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OpêKATION PAR LÔGARITHMiSi 

ït. 9i9^9SSi = %* cùf. 17^ 8' 3p" 
0,475480 g Iqg. ung. 71^ 3Q' ^" 

0,4248 U = fo^. W»f. ^P^ 13' 37" 

^•» ^^^4^475 = ^^g* cof. . • • épo Z3* 37" 
^♦8^5^^5I = log.fin. ... 5*** 35' o' 
0,498^14 = cômf»arJog.Jin.iS^ 30' o^ 

9,9^950 = /ojf. co/; RZ s 280 14' 37" 

ôtant donc ce fecoiid fegment du premier que nous ve- 
npns de trouver de^p**:? 3' 37^', on ^ura pour le com- 
plémçnt de h latitude ^i"" s' ^'^^ ^ partant. 48^ 5 1' o'* 
pour la latitude^ 

Pr ob t bme XIII. 

320. Connoijfant la déelinaifon du fùleil j fa hauteur 
(rfon angle aiimutal, c^eft-à-àire , V angle que fait avec le 
méridien, le vertical dans lequel fe trouve cet aftre au 
moment de Vohfervmon; trouver Îa latitude ( fig. 3 5). 

Sqi-ution. 

Il eft viCble qu'au triangle PZS , on connaît le côté 
PS&lecôtéZS avec l'angle PZS opnofë au côté PS. 
Donc pour avoir le côté ZP, fuivant la Table pour les 
triangles fphériques obtiquangles , on abaiffera du fom- 
met de l'angle S un arc SR perpendiculaire au côté iny 

connu, & Ton aura I^ i^ngR^ =llEËi^ifMA\ 

9.Ç0fFB,^~jr^g^. 

Si donc on (uppofe la déclînaifen du foleil de 1 8** 3 o', 
ft hauteur fur Phorizon de ja^ 35 , & l'angle du vcrtî^ 
€al PZS de 134^ 35' 7^', on trouvera le côté ZS comme 

9%Z^67% s hg. Pang* J7^, }'f o" 
Mi^^^^ hgf tmg. 48^ i^' if' œRZ 

Mîvt 
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• ^^ P5P44^48 = log. cof. '.. é i«® 14' 37" 

^,50147^ = log. filU m m 18** 30' 

o,iooo4p = comp.ar»log.fin.^z^ 35' 
^,546473 = /o^- <^<»/- R P = ^^^ 23' 3^" 
étant donc 28** 14' 37'^ 7 de 6p^ 23' 38'^o, on trou- 
vera pour le côté ZS complément de la latitude 41® 5>', 
(& par conféquent la latitude eft de 48** y i'. 

S C H O L I H. 

Il eft facile de voir que de ces fix chofes la latitude, b 
hauteur du foleil , fa déclinaîfon , l'angle horaire , l'angle 
aadmutal & l'angle au foleil , trois étant données, comme 
Ton voudra , les trois autres feront néceffairement con- 
nues par les règles de la Trigonométrie ; ainfi l'on ne 
s'arrêtera pa$ davantage à détailler les différents cas qui 
réfultent de ces combinaifons. 

Problème XIV. 

^21. La longitude & la latitude d'une étoile étant don^ 
née j trouver fa décUnaifon ( fig. 3 ^ ). 

Solution. 

Suppofons la longitude de l'étoile de 198^ 27'&(ala^ 
tîtude boréale de 3 1** 2^; il eft vifibleque dans le triangle 
PKS, on connoît le côté PK égal à l'obliquité de l'é- 
cliptique de 23<> 28' 30'''. Le côté KS égal au complé- 
ment de la latitude de 58"^ y 8'; & l'angle PKS égal & 
la longitude de l'étoile moins po*^; & c'eft le côté PS 

au'il faut trouver dont le complément fera la déclinaîfon 
emandée. Pour y parvenir , fuivant ce aue prefcrît la 
Table générale des triangles obliquangles; a'un des angles 
inconnus S, on abaiflera un arc SR perpendiculaire au 
côtéPK, & qui tombera au-dehors de l'angle S, àcaufe 
^ue l'angle PKS eft obtus; l'arc KR fera celui que oous 
avons pQmné premier fegmcnt , lequel joint avec PK 
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âonnera le fécond ferment PR ; & l'on l'on aura . •<. ^ 

TTO cof ?KS X tang KS 

ll^ tang KR = j^ , 

& cofPS on fin DS = - ^ ^^^^R ' 

Opération par Logarithmes, 
lo. 9,500341 = /o^. co/. PKS = 1080 47» o" 
. Oyxioéu = /og. t4fi^» KS = 580 58' o" 

9,7^0996 =: hg. tang. KR = 27^ 4V 4i" 
doncPR = ji« 13' 11" 
i^. ^,7111^0 = log. c9f. KS 
^^7^^804 = log» cof. PR 
0^054042 z comp. 4r« /og« co/. KR 

9%^) 61106 = fo^./ji. iio x6' 58" s= DS qui eft ladéclt^ 
iiai(bn demandée. 

Problème XV. 

322. Suppofant les mêmes données qu^au Problême pré^ 
tédent ; trouver Vafcenjîon droite de la même étoile , Êr 
t angle du cercle de latitude avec le cercle de délinaifon qui 
pajjentpar la même étoile ( fig. 3 (î )• 

Solution. 

On voit par Ténoncé du Problême qu'au triangle 
PKS, on connoît toujours deux côtés & Pangle compris; 
& de plus que Tafcenfion droite de Pétoile fe détermine 
par Pangle kPS, en ôtant cet angle de 270°. Pour trou- 
ver l'angle à Pétoile en même temps , nous ferons ufage 
des formules de Neper. 

On voit par la troifieme Table que les formules qui 
conviennent au cas préfent , font les deux analogies, 
fuivantes. 

2% Lejînus de la demi-fomme des côtés PK & KSeJl à 
telui de leur demi-différence , comme la cotangente de la 
moitié de Vangle compris eft à la tangente de la demi^ 
différence des angles fur la bafe. 

a% L^ cofnus de la demi^fommt des mêmes côtés eft au. 
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€oJînus de leur demi - différence , comme la cotangente âi^ 
demi - angle compris PKS ejl à la tangente de la iemi-^ 
fomme des angles fur cette même bafe. 

OPÉRATION PAR LOGARITHMES* 

58^;8^ o^^ 33^28^30^^ 

1^1® 1 3' I ^'^ dcmî-fomme. 17*" 44' 45^ demî-diflrérence; 

.108*' 2f o'^ 
5*4® 13' 30'' demi-angle dont le complément eft de 



9,857670=/og. rtf«g:.35**4<'30'' 
0,115681 = ^. 4. /.co/41® ij' ij'' 



9,96oi7^=zlçg.Jin* . 4*"* xi' 56" 



^,484008 = log.fin. 17® 44' 4f '' 
9y^ 57670 = /og'. /tf«j:.5 y® 46' 30" 
0,181 HP =c.<i./.7m.4i^ 13' 15" 
S>$2,z^i7 = logé^n. ïSoij' 36" 

La demi-fomroe des angles en P & en S eft donc 4z^ 
52' ^6"jSl la demi-diffërence des mêmes angles de î8* 
as' $&' ; donc l'angle KPS fera de 60** 4B' 32'', ce oui 
donne pour Pafcenfion droite de Pétoile 2op® 11' 28*'' 1 
& Tangle à PétoUe fera de 23^ $6' 40''. C Q. F. T. 

S C H O L I E. 

32). Les afcenHons droites & les décUnaifons def 
(étoiles font d'un très-grand ufage dans PAftronomie , 
ainfi que leurs longitudes & l^urs latitudes. Les unQs 8c 
les autres fervent à déterminer Içs portions refpeijlives des 
afires , & à en drçfTer le$ catalogues néceflfaires pour com- 
parer les mouvements d^s Planètes, ic de^ Comètes qu'on 
apperçoit de temps en temps. On employé néanmoins dq 
préférence les longitudes & les latituaçs d^s étoiles ; 
parce que l'on a cru pendant long temps que cçç élé-» 
ments ne fouip"oîent aucun changement , fur -tout, 
lorfqu'on a foin de compter les longitude^ à commence^ 
d'une étoile fixe; tindiç que la préqcffion des éqtunqxes 
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rfjange confîdérablement Pafcenfion droite & la décli- 
naifon. Au reftc , il eft aifé de voir que les éléments de 
la Théorie des étoiles peuvent fe déduire les uns des 
autres, fuivant un très-grand nombre de conEibînaifons 
qu'il n'eft pas de mon objet de. détailler ici. Les a(- 
cenfîons droites & les déclinaifons des étoiles peuvent: 
fervir, comme celles du foleil , à déterminer les latitudes 
terreftresjon peut en déduire les amplitudes orientales 
ou occidentales de ces ailres ou de ceux qui auroient 
les mêmes pofitions dans la fphere. Elles font connoî- 
tre celles qui font de perpétuelle apparition fur l'horizon 
pour un latitude donnée. On connoît encore par leur 
moyen de combien de temps une étoile fuit ou précède le 
paffage du foleil au méridien ; ce qui fait connoître leurs 
levers ou leurs couchers héliaques , c'eft-à-dire, les faifons 
de l'année où elles doivent commencer ou cefler de paroî- 
tre à caufe de l'éclat du foleil. Les moyens les plus fimples 
que l'on employé pour déterminer les pofitions des 
étoiles , fe réduifent à obferver leurs hauteurs méridien- 
nes & l'inftant de leur paflage au mériden , d'où l'on dé- 
duit tout de fuite leur afcenfion droite & leurs déclinaî- 
fon , avec lefquelles on conclut aîfément leurs longitudes 
& latitudes par l'înverfc des Problêmes qu'on vient de 
réfoudre. 

Problème XV L 
524. Connoijfant le lieu du foleil dans Vécliptiquei 
t heure qu'il ejl avec U latitude de Vobfervateur ; la hau* 
teurd^un ajire , Çr Vangle que fait fin vertical avec le me-- 
riàien; trouver U déclinaijbn de cet afire ù'fon afcenfion 
droite Ç6g.^$). 

Soi:uTipN. 

Suppofbns que le lieu du foleil foit i8^ 24' du tau* 
reau , qu'il eu p heures ao minutes du foir ; que la 
hauteur de l'aftre dans fon vertical efl:de43^ ly' fur 
l'horizon ; l'angle de fon vertical a^ec le méridien dans 
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la partie orientale fud eft de 47^ 24', & la latitude in 
lieu de 48° J i'; il s'agit de trouver Parc DS qui ex- 
prime la déclinaifon de 1 aftre & la diftance du point D 
au premier point d'Ariès. II eft vifible qu'au triangle 
PZS, on connoît les deux côtés PZ &ZS avec l'angle 
qu'ils comprennent. On cherchera d'abord la déclinaifon 
par le côté PS , en abaiflant un arc perpendiculaire SR 
du fommet de Tangle S fur le côté PZ , & l'on aura les 
formules fuivantes par la Table des triangles obliquan- 
gles, pour trouver le côté PS. 

jo.Tang RZ=co/ PZS x tang ZS, 
^ ^o cofZSxcof?R 
a^Cb/PSou/nDS==-^4^P^— -• 

Opjekation par Logarithmes. 

o^oz6^^log. tang. ZS 0^0^59^ ^comp.ar.log. cof.RZ 

ainfila déclinaifon de l'aftre eft de 19^ 21' $''. 

Préfentement , pour avoir Tafcenfion droite, on com- 
mencera par chercher l'angle horaire ZPS par Tanalogiû 
ordinaire entre les finus des côtés & ceux des angles op- 

r r^T^n fin?ZSx fin ZS 
pofés , ce qui donnera jï^ ZPS = — — j^fpg • 

Opération par Logarithmes. 

$yS66p3$ = log.fin.TZS^ . , . 132^36^ 

0,02; 2 J7 = camp. ar. log. fin. PS = 70° 38' $f' 

9y7S4SiS=^log. fin. Z?S= . . . 34'37'43'' 

D'ailleurs en réduifant l'heure donnée p heures 20 mi- 
nutes parties de Péquateur , on trouve que le foleîl eft 
éloigné du méridien de 140^0' o'^; enfin , parce que 
Tafcenfion droite du foleil , lorfqu'il eft dans 18° 24' 
du taureau, eft de 45^ $5^^$^^' (i^*'- 5^^)* Si l'on ajoute 
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tafemble ces trois arcs, on aura Tafcenfion droite de 
Taftre de 220^ 3 3' 41'^ 

Si l'on veut favoir l'heure du paflage de Tétoile par le 
inéridien,il n'y a qu'à réduire l'arc 34° 37'43'^ en parties 
de temps , & l'on trouvera qu'il répond à 2 heures 1 8 mi- 
nutes 3 1 fécondes ; ajoutant cette heure à ^^ 20", oa 
trouvera que Taftre a dû pafler au méridien à 11^ 38'* 
31^' dufoir. 

Problème XVIL 

32J. Connoijfant les afcenjîons droites Êr décUnaifons 
de deux étoiles fixes obfervées dans un même vertical ou 
a^imuthaujjî donné de pofition avec leurdijîance , ou Varc 
de grand cercle compris entre ces étoiles ; trouver la lati-z 
tude de Vohfervâteur (fig. 37). 

Parles données du Problême , il eft vifible que les trois 
côtés du triangle PS s font donnés , ainfi que l'angle en P; 
puifque les arcs PS , Pj font les compléments de la dé- 
clinaifon de chaque étoile , connue par l'hypotefe. La 
diftance Si eft auffi donnée, & enfin l'angle SP^eft me- 
furé par la diflFérence d'afcenfîon droite , donc on aura 

HnSs : fin SPi : ifin jP: fin PSZ =^li^2i>iL'. 

Deplusau triangle PZS, on connoît aftuellement deux 
angles & Tun des côtés oppofés à ces angles : favoir, l'an- 
gle de l'azimut PZS , & l'angle PSZ avec le côté PS ; 
donc on aura fin PZS :fin PSZ : : finVSi fin YTs , ou 
en mettant pour finus de PSZ fa valeur , & ôtant la 
fraftion fin PZS X fin Ss : fin s? xfin SPj : :fin PS : 
finVZ. 

. Suppofons , pour appliquer cette folution à un exem- 
ple particulier, que la diftance Sj eft de 28° 30'; l'aC- 
cenfion droite de S de 78° 24^ & fa déclinaifon 27° 2 j'; 
que l'afcenfion droite de s eft de 104° 52', & fa dé- 
clinaifon I2« 18^; enfin que l'angle azîmutal AZK eft 
de 73^3^' : Tangle SP^ fera de 26^ 2&'i l'arc PS fer» 
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de 62^ 3s'f & l*aïc Pj de 77^ 42'. CcUpofé , il fcr# 

fecile de trouver la valeur de PZ. 

Opération par Logarithmes. 
9,94825' 7 log. fin. .... 62° 5y' o''' = P S 

9,989915 Zog. yïn 770 42' o'" = iP 

9,549020 log. fm 26° 28^ o'-' = SP5 

0,018039 comp.ar.log.Jîn. 73** 36' o''' = PZS 
0,321337 camp. or. log. fin. 28** 30' o'' = S j 

9,92(5568 log. fin. y 7'' 35^42''' complément de la 
latitude. 

326. CoROLLAiRi I. Il eft vifible que l'on peut ac- 
tuellement trouver l'angle horaire ZPS j & partant fi l'on 
connoît le lieu du foleil & fon afcenfion droite , fa dif- 
férence d'avec celle de l'étoile fera connue. Otant en-* 
core de cette différence l'arc AD , reliera Tare de l'é- 
quateur compris entre le méridien du lieu , & celui qui 
paife par le foieil, d'oà Ton déduira le moment de l'ob- 
ièrvation : il n^eft pas moins évident que l'on peut aufli 
connoitre) en pounuivant ce calcul ,1a hauteur de chaque 
étoile à l'inftant où elles ont été obfervées. 

527. CôAOLLAiRTs IL Si au lieu de donner l'azimut 
des étoiles , on avoit la hauteur de l'une déciles : il eft 
vifible que par un calcul à peu près femblable , on trou- 
veroit la hauteur du pôle, car on connoît toujours les' 
trois côtés du triangle PSj avec l'angle P ; ainfi l'on au- 
roît l'angle PSZ qui fe trouve compris entre les deux 
côtés connus du triangle PZS. 

328. Corollaire III. Si l'on connoît, outre les 
déclinaifons & afcenfions droites des étoiles obfervées 
dans un même vertical , l'angle horaire ZPS, on aura en- 
core la latitude du lieu ; puifque dans le triangle PSZ , 
on connoîtn alors deux angles fur le côté PS, aufli connu 
parlafuppofitîon. 

329. Corollaire IV. De même encore, fi l'on a 
la diftance des étoiles & leurs déclinaifons avec la hau-? 
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tcur de l'une des deux , on trouvera tout le refte conune 
dans le Problême aâueL On voit par-là , combien il eft 
Utile d'avcnr de bonnes Tables des étoiles avec leurs dé*» 
clinaîfons &afcenfîons droites, diftances, longitudes & la- 
titudes , puifqu'elles peuvent fervîr à donner les latitudes 
nvec une très- grande facilité , fans même que Ton aie 
befoin de grands inftruments , un fil à plomb étant fuf* 
fifanc pour obferver fi deux étoiles font dans un même 
VcrticaU 

Proble m e XVIIL 

^26. Connoiffant les latitudes Sr longitudes de deux 
foints placés fur le Globe terreftre ; trouver leur dijîanct 
itinéraire ,ou ^ ce qui revient au même , Varc de cercle 
compris entre ces deux lieux ( fig. 37 ). 

Suppofons préfentement que les points S , s défî- 
^nent les lieux propofés : il eft vifible que dans le trian- 
gle SPi , on connoit , fuivânt Ténoncé du problême , les 
deux côtés SP , i P compléments des latitudes avec Pan- 
gle P différence des longitudes; donc on aura le côté S s 
parle troifieme cas de la table des triangles obliquângles. 
Après quoi Pon n'aura plus qu'à réduite le nombre de 
degrés , minutes & fécondes en lieues , à raifon de 2f > 
au degré, 

ProblemeXIX. 

527. Connoijfant les latitudes de deux Villes & leurs 
diftances ; trouver leur différence en longitude. 

On commenceta par réduire la diftance donnée ea 
degrés , minutes & fécondes d'un grand cercle; au 
moyen de quoi l'on aura un triangle fpérique S?s , du- 
quel on connoît les trois côtés ; ainfi l'on trouvera aifé- 
ment Tangle P qui eft mefuré par la différence des longi- 
tudes. ,C. Q. F. T. 

Donc fi la pofitîon d'une de ces deux Villes eft déter- 
minée ; l'autre le fera auflî, d'autant plus exaftement que 
la diftance donnée fera mefurée ou donnée avec plus de 
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Srécifion. Réciproquement , fi l'on connoît la différence 
es longitudes la diftance & la latitude d'un point du 
Globe,on aura auili la latitude de Tautre points raais rare* 
ment on fe fert de ce cette méthode, parce qu'il y a une 
infinité de meilleurs manières de trouver la latitude , 
comme oq a . pu s'en convaincre aifément par ce qui 
précède. 

Ces Problêmes renfermant à peu près tous les cas des 
triangles fphériques reAangles ou obliquangles , fuflifent 
pour indiquer comment il faut sV prendre , pour trouver 
les folutîons numériques des différents problêmes de Tri- 
gonométrie, par le moyen des règles démontrées dans les 
Chapitres précédents. Je ne me fuis propofé autre chofe 
ici que de donner quelques exemples en nombres ; c^eft 
|>ourquoi je n'ai point tait entrer dans ces problêmes les 
différentes modifications dont les données peuvent être 
fufceptibles par la parallaxe , la réfraâion , l'abberra- 
tion- de la lumière , ou la nutation de l'axe de la terre. 
Ces Théories ne peuvent entrer que dansun Traité com- 
plet d'Aftronomie. Il me fuflSit d'avoir donné dans cet 
Ouvrage les moyens de réfoudre toutes les difficultés re- 
latives à la Trigonométrie,&que l'on peut rencontrer dans 
l'étude de cette fcîence , qui devient d'autant plus épi- 
neufe que l'on veut apprécier tous les phénomènes avec 
plus de rigueur & d'exaélitude. 



F ij\r. 
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T A B L É 

D E S M A T I Ê R E S, 

CHAPITRE !• iV oTiONS prélimiaires fur les 
différentes lignes le plus en ufage dans les calculs 
de trigonométrie , Page i & fuîv« 

Problème I» Trouver tesjtnusde lafomme qu de la différence de 
ieuxarcs^ # ^ ^ 

. Problème lu Trouver les cofinus de lafomme ou de la différence 
de deux arcs s lo 

Application de ces âeux Problèmes à l'arc cherché des finus 6^, 
eofinus des arcs multifles 9 1 3 & (uiv* 

formules générales four les finus & cofinus d^arcs mulfifles , en 
commençant far les flus hautes fuiffances ou les moindres puiffan-^ 
ces des finus & cofinus de l'arc fimf le > tant pour les nombres faire 
que pour les impairs y 1$ ôcfuiv. 

Problême III. Exprimer lespuiffances des finus & cofinus d^un 
arc quelconque par les finus ou cofinus de ce mime arc , & defes mul^ 
tiples, 18 

Différentes formules générales aux différente f puiffances des fintU 
au cofinus de Varcfimple , »o & 21 

Problème IV. Transformer un finus ou cofinus du Multiple d'um 
arc quelconque^ en fuiffances des finus & cofinus Jk,l*arofimple^ zti 

Formules générales relatives à ce problème j *' . izÔcCuir^ 

De Vufage des faveurs imaginaires dans la Théorie des finus & 
cofinus, 24 

Problême V. Trouver les fadeurs de lafomme de deux quarrée 
aa & bh, ou ^ ce qui revient au même , découvrir fi Von peut former 
^^.«4- bb par multiplication , zf 

Scholiejur la vraie Théorie des imaginaires, tS . 

'SouveÛes fuites fur les finus & cofinus des arcs multiples ^ qui fie 
déduifent de cette Théorie y 27, 

Autres fuites déduites des mêmes principes pour exprimer lefinur 
^ cofinus d'un arc en fondions de cet arc , 28 

Problème VI. Trouver la tangente de la fomme ou de la diffé^ 

rence de deux arcs , 2^ 

Différentes formules fur les tangentes & cotangentes des arcs 

tnultiflesy jr&Iùiv* 

Remarques fur toutes les formules précédentes pour la divifiont 
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Ï5^4 ^ ^ ^ /^. ^ . . . . ^ 

dès arcs de cercle. On y fait voir que le Problème àe la trifeCiion e]i 
toujours du troijieme degré ^ quelque foit la formule quon emploie 
four le réfoudre ^ - ' 3^ 

Diverfes propriétés remarquables des finus & cofims» Ufages des 
i 1-- '^''^'édentes dans les Logarithmes ^ 36 & fuiv. 




r les formules démontrées dansh premier 

Chapitre t ^ 43 & fuiv» 

CHAPITRE II. Qui traite des propriétés gé^ 

nérates des triangles fpkériques reôfarigles ou non 

reôlangles y & de leur réfolmion par analogie ^ ^6 

Première Section. Des triangles fpheriques en 

général, ibid* t^fuit/. 

Seconde Section. De la Réfolution des triangles 
fpheriques reftangles , S 3 ^f^i^* 

Démonflration du Théorime général dé Népcr , fur les triangles 
fpheriques rectangles j 57 

De la valeur des angles êfun triangle reSangle , eu égard aun 
iités qui comprennent l angle droit , 58 

Troisième Section, De la réfolution des triangles 
ibériques obliquangles 9 63 

Démonflration d'un Théorème général fur les triangles [phériques 
obliquangles <% analogue a celui de Néper Tiir lestrtangles reaan^ 

gfes y ^ ^ 63 & 64 

Réfolution d'un triangle fphérique obliquanglcj dont on connott 
les trois cotés on tes trois angles. Examen de toutes les formules 
qtCon pouvott employer , pour trouver un angle ou un cité, 6 5 & fui v. 

Quatrième Section. Démonf&atiôn des fameufes 
Analogies deNéper^ defquelles on déduit les analogies de 
la Trigonométrie redlilîgne : on déduit auflï de ces for* 
saules d'autres analogies remarquables , 76 &fuiv. 

CHAPITRE m. De la Réfolution Graphique 
eu Géométrique des Triangles Jphériqm quelcon- 
ques y . . ?7 

Obfervation fur la nature de ces Solutions , ibîd. & fui v* 

Problème I. Connoijfant dans un triangle quelconque deux côtés 

& Vaille tompris^ trouver i ", n» des angles fur la baft ou le troijieme 

fité:z*^cetroifiemeç6té^ 88 & 8^ 



Digitized 



by Google 



DES MATIERES. ipjTi 

t>iversScholiif dans lefquels on fxfofe é^ autre s manière t de r/- 
foudre le même problême ^ po & pi 

Problème II. Conno^am deux angles avec le coté adjacent dans un 
triangle ffhérique quelconque ^ trouver i^^les deux autres côtés 9 
1^^ le trotfieme angle, ^% 

Problème IIL Comtoijfant deux cotés quelconques d*un triangle 
ffhérique^ & l'un des angles oppofés à ces cotés ; trouver 1°, /f 
trotjieme coté : z^ , les deux autres aigles j 9% 

Autre folutiçn du mime Problème , 9$ 

Problème IV* Connoijfant deux angles quelconques avec un côté 
tppofé à Vun de ces angles; trouver i®> le côté oppoféà Vautre an-* 
gle: 1®, le troijieme cité : ^''y le troijieme angle ^ 94 

Problème V. Connoijfant les trois côtés d^uu triangle fphérique 
quelconques trouiver un angle auelconque du mime triamgle ,95 ^9^ 

Problème VI. Connoijfant tes trois angles d'un triangle y trouver 
mquelconque de fes côtés t ^ ^ 9^ 

Problème VII. Connoijfant Vellipfe qui ejl la projedî&n ortogr&* 
fhique d*un grand cercle; trouver Jur le flan deprojeHion l'appa^ 
Xence des foies de ce minu, grand cercle. Et réciproquement ; ayan$ 
laproJeClion des Pôles d'un grand cercle% trouver Vellipfe qui ejl U 
frojeCiion de ce grand cercle 9 ^ 9f 

Problème Vin. Trwwer les dimenjions de l'ellipfe qui ^ft U 
frcjeÛion ortographi^ue dm pftit cercle de la fphere « ibîii* 

Application des derniers problèmes aux projedions ions on faii 
ufage dans la Théorie des éclipfes , ^ p8 5c fuiv. 

Problème IX* Troufver lo, la projeRion de l'arc ahaiffé perpenài'* 
eulairement d'un angle fur le côté oppofé. 2*^, La candeur des- feg^ 
ment s de la bqfe. 3^, Lesfegments de l'angle divtfé. 4<^, La valeur 
de Parc perpendiculaire , 204. 

Problème. Réfolutfo» géométrique d'un triangle fphérique quel'- 
conque dont on connoit les trois cotés, par le développement desmi'^ 
mes côtés t 108 & fuiv « 

CHAPITRE IV. Eh la Réfoktion analytique 
ÇH algébriqite dei triangles ffhérUjues quelconques ^ 

Problème T. Trouver les rapports entre lesfinus des angles & 
ceux des côtés oppofés f ' J ï 

Problème II. Connoijfant deux côtés & Vangle compris ; trouver 
i^i un angle quelconque. 2", Le troifieme coté^ . ' ' * 

Problème III. Skppofant les mimes données, trouver le troifieme 
côté indépendamment des angles adjacents , ^ 114 

Problème IV.- Connoijfant deux angles furun côté ; trouver i®, un 
^té quelconque. 2^, Le troijieme angle ^ 11^ 
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Problème V. Avet les mimes àmmées , frattver hnmiâiatemenp 
Ittroifieme angle ^ 117 

Problème VI. Comtoijpmt deux cotés & Ptm des angles offofés 
'à ces cotés \ trotever i^, l* angle compris entre les deux cotés, x^» Le 
eêté adjacent à P angle donné , i t^ 

Problème Vil. Connoijfant deux angles & Vmn des côtés ofpo* 
fis ; tr^er i*, le dté adjacent, x^^ Le troifieme angle. 3% Le trA- 
fiemecôté^ m 

Problème VIIL ConnoiJJant les trois cités d^tm triangle quel» 
eonque ; trouver un angle quelconque du même triangle, 112, 

Problème IX* ConnoiJJant les trois angles d'un truagle > trot^ 
ver un côté yuelconaue , 1 1^ 

Obfervatton fur tes frolbémes VI & VII , oit ton compare les 
folutions analytiques O* fynthétiques four les ranener à la mime 
exfreiïlon^ ^ ^ 124 

Sekolie pour déduire des formules précédentes toutes celles des 
triangles redançles j 125 

Problème X. Sttppofant un arc abaijfé perpendiculairement 
Sun angle fur le côté oppofé ; trouver enjinus , coj. tang. & cotang. 
1^ y Les rapports des fegments de la bafe aux angles adjacents à cette 
bafe. 2®. Les rapports des mêmes fegments avec les côtés correfpot^ 
dants. 3^9 Les rapports des fegments de V angle vertical aux côtés de 
F angle adjacent» 4^» Les rapports des fegments au mime angle au» 
angles fur la bafe , 117 

ConJlruClion de quelques-unes des formules découvertes aux pro" 
blêmes précédents far les Logarithmes. Application à divers exem- 
fies ^ 131 

Problème XL Con/lruire par les Tables des Jinus f équation 
x*-l-2ax = bb, 133 & fuir. 

Problême XII. Conjlruire par les Tables des finus les racines de 
l'équation x* :t lax -h bb= o , 134 

ConJlruClion des équations du troifieme degré par les Tables des 
finus » 13^ 

Problème I» trouver les racines de V équation x^- px+ q = o 
lorfyueff p' > iqq» 13^ 

rroblème II. Trouver les racines de l'équation x'-*px4;; q:=o 
lerfque ^V p' <iqq» '37 

FrQbleme III. Trouver les racines de Péquation x' 4- px + q «* » 

'application des dernières folutioné à différents exemples ^ly^ dr/l 

CHAPITR^ V. Des analogies différentielles 
des triangles ffhmé^ues & re^ilignes quelconques , 
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TuÉtàtERE Section. Oi Pon démontre les propofi- 
tîons néceflaires à cette Théorie , ibid. &*fuiv: 

Seconde Section. Des variations d'un triangle 
fphérique ou reftilîgne , dans lequel on fuppofe un angle 
confiant, ainfi que le côté qui lui eft adjacent, 145 Êryi 

Troisième Section. Des variations d'un triangle 
(phérique ou reftiligne quelconque , en fuppofant un an- 
gle confiant avec le côté qui lui efl oppofé, I4p &fuiv. 

Quatrième Section. Des variations d'un triangle 
fphérique ou reftilîgne , lorfque deux côtés demeurent 
confiants, i^2^fuiv% 

Cinquième Section.. Des variations d'un triangle 
fphérique dans lequel on fuppofe deux angles conf-^ 
tants, 157 ^fuiv. 

Afflkation de cette Théorie à différents exemples , 

Premier Exemple. Déterminer l'erreur quon peut commettre fur 
une hauteur par terreur connue dans l'angle obfervéy 1 55t 

Second Exemple. Trouver Vheure du jour ou de la nuit par la 
hauteur ebfervée d'une étoile » ou d^un aflre quelconque ; & déter» 
miner l'erreur du temps d'après celle connue dans la hauteur obfer* 
vée j ^ ^ 160 

Troîfîcme Exemple. Ou F on fait l'application des principes ^r/- 
cédents au prohleme du plut court crépufculc , après avoir refoliê 
le problême pour deux almihontarats quelconques différents de 
l'horizon & du cercle crépufculaire , i6% & fuîv. 

Quatrième Es^emple. Trouver en tot0 temps la corre^ion quHk 
faut faire au midi conclu par les hauteurs correfpondantes , lorfque 
l'ajlre obfervé fubit une variation en déclinaifon pendant l'inter-^ 
^alle des obfervations ^ ^ 166 Se fuîv# 

Problème. Trouver faire Sun triangle fphérique quelconque^ 1 6Z 

CHAPITRE VI. Appltcatton des règles dé^ 
montrées aux Chapitres précédents à différents 
problèmes dtAfironomie fphérique , 1 70 

Problème l. Connoiffant le lieu dufoleil dans Pécliptique; trou-^ 
^er fa déclinaifon ou fa dîjlance à l'équateur ^ ibîd* 

Problème IL Connoiffant la déclinaifon du feleil , & de plus 
ions quelle faifon de l'année on fetrmve, déterminer h lieu àe ce$ 
éifirp dçins NçUptique % n} 
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Ffobléffle III. Comoiffant h lieu àuJoUtl dans récliptîqué $ 
trouver fon afcenfion droite , " 17% 

Problème IV. Connoijfanf la latitude Sun lieu & la déclinai/on 
dufoleil ; trouver fin amplitude orientale ou occidentale , ibid. 

Problème V* Connoiffant lat latitude d'un lieu ^ & le degré du 
fileil dans Véclifti^ ; trouver le point de Véquàteur-qui arrivt 
à Phorizon en fnêmt temps que le fileil , ouy ce qui revient au même^ 
tafienpon oblique qui convient à cette latitude & au lieu' du fileil ^ 

■^175 

Problème VI« Connoijfant la latitude & le lieu du fileil dans 
Fécliptique; trouver F angle de t^écliptique avec l'horizon à P inflans 
du lever de cet aflre , 1 74 

Problème VIL Connoiffant la déclinaifin Sun aflre & la lati^ 
tude de Vobfirvaseur ; trouver lo, le moment auquel il par oit mon- 
ter perpendiculairement à rhorizin,:i^j La hauteur de F aflre dans 
le vertical ou ce phénomène a lieu. ^^ y V angle de ce vertical avec 
lem^idieny i7f 

Problème VIIL ConnoiJJant la latitude & ladéclinaîfin dufileih 

trouver l'heure de fin lever & de fin coucher , 1 77 

, Problème IX. Connoiffant la latitude , la déclinaifin & la 

hauteur du fileil fir Vhortzon ; trouver l'heure qu'il efl , 178 

Problème X. Connotjfant la latitude , la déclinaifin du fileil & 
fa hauteur fitr l'horizon ; trouver t* angle du vertical du fileil avec 
h méridien, 180 

Problème XI. Connoijfant ta latitude , la déclinaifin & l'heure 
i laquelle le fileil s* efl trouvé dans un vertical dont on ignore la 
pofltion ; trouver l'angh ^uc f*U ck mcmt -vertical avec le méri* 
dten-, iSi 

Problême XIL Connoiffant f heure qu'il efl , ta déclinaifin & 
ta hauteur dufoleil ; trouver la latitude du lieu , i8x 

Problème XIII. Connoiffant la déclinatfon du foleit ^ fahausewr 

éffin angle azimutal , c'ejf à-dire > l'nngle de fin vertical avec te 

► méridien \ trouver la latitude % 185 

Problème XÏV. La longitude & la latitude Sune étoile étant 
donnée ; trouver fa déclinaifin ,' 1 84 

Problème XV. Suppofans les mimes données ; trouver tafeen" 
jpon droite de V étoile , & Fangle du cercle de latitude avec le 
éercle de déclinaifin quipaffent par cette étoile , i8f 

Problème XVI. Connoiffant te lieu du fileil dans J^éctiptique ^ 
f heure qu'il efl^ avec la latitude de lobfervateur , la hauteur d'un' 
mflre ty V angle de fin vertical avec le méridien ; trouver la dé' 
cHnaifin de ce mime ajhre & fin afienflon droite , 1 87*^ 

Problême XVII. Connoiffant les afienfions droites , tes decli-^ 
clinaîfotts &les diflances en degré de deux étoiles fxes^obfervéet 
.detfsunmême vertical i trouver la latitude d^ fobfirvateur,^ 185»^ 
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Problême XVIIL IConnoiJfant les latitudes & longitudes de deux 
f oints f lacés fur le globe terrejlre; trouver la dijlances de cesdewf 
fointSj ipi 

Problème XIX. Connoiiïant les latitudes de deux Villes & leurs 
dîjiances, trouver leur dt^érence en longiuude ^ ibid* 

Fin ^e la Table des iVrATJEREs. 



Fautes à corriger. 

Pa geaS n\ 96. tang. ( i A ^ B ) lifez ; tang. (^ A — iB). 
Fage Si y lig. i, demi-fomme des côtés îlifez; demi-fomme des 

angles. 
Fa^e P4 , lig. 14 , au lieu des points C , c' ; lifez ; C , C; ^ -" ' . 
Ibtd. 9 lignes f lus bas . détermineroit ; lifez; déternniineront. 
Tage 16% , verslebasy au lieu de M ,N , O .• ltfez;Vl»0, N, 
Page 169, lig. 9, lorfqu'elle iurpaffera : lifez 5 lorfqu'eUc fera' 

moindre, * 
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